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PREFÁCIO 


Este livro baseia-se nos cursos de Cálculo ministrados aos alunos da Escola 
Politécnica da USP, do Instituto de Matemática e Estatística da USP e do Instituto de 
Ensino de Engenharia Paulista — JEEP. 

Os assuntos abordados neste volume são os de limite, derivada e integral de 
funções de uma variável real. 

O curso é desenvolvido de forma que os conceitos е teoremas apresentados 
venham, sempre que possível, acompanhados de uma motivação ou interpretação 
geométrica ou física. As demonstrações de alguns teoremas ou foram deixadas para. 
© final da seção ou colocadas em apêndice, о que significa que o leitor poderá, 
numa primeira leitura, omiti-las, se assim o desejar 

Muitos problemas que ocorrem muito cedo na Física requerem, para suas 
resoluções, o conhecimento de equações diferenciais; por esse motivo, é importante 
que o aluno entre em contato com elas o mais rápido possível. Neste volume, no 
Cap. 14, estudamos as equações diferenciais ordinárias de 1º ordem, de variáveis 
separáveis, e as lineares de 1º ordem. Deixamos para о início do Vol. 2 o estudo das 
equações diferenciais lineares de 2º ordem com coeficientes constantes. Outros 
tipos de equações diferenciais serão estudados ao longo dos Vols. 2, 3 e 4. 

Para atender ao curso de Física, talvez haja necessidade de o professor ter que 
antecipar o estudo das integrais; se este for o caso, sugerimos deixar o capítulo 
sobre o estudo das variações das funções (Cap. 9) para ser estudado após o Cap. 14. 

Quanto aos exemplos e exercícios, pensamos tê-los colocado em número 
suficiente para a compreensão da matéria. Procuramos dispor os exercícios em 
ordem crescente de dificuldade. Existem exercícios que apresentam certas sutilezas. 
e que requerem, para suas resoluções, um maior domínio do assunto; deste modo, 
não se aborrega caso não consiga resolver alguns deles: tudo que você terá que 
fazer, nestas horas, é seguir em frente e retornar a eles quando se sentir mais senhor 
de si. Coloco-me à disposição para quaisquer esclarecimentos ou troca de ideias, 
tanto pessoalmente quanto por carta, aos cuidados da Editora. Ficaria, ainda, muito 
feliz em receber sugestões ou críticas visando a um aprimoramento do texto. 

Observamos que о 2 Teorema Fundamental do Cálculo bem como as integrais 
impróprias serão vistos no Vol. 2. 

Na 4º edição, foram incluídos dois capítulos: um, atual Cap. 13 e que antes fazia 


parte do Vol. 2, sobre aplicações das integrais ao cálculo de volumes de sólidos de 
revolução, de áreas de superfícies de revolução, de comprimentos de curvas, de 
áreas e comprimentos de curvas em coordenadas polares e de centros de massa; e 
outro, novo (Cap. 17), sobre Arquimedes, Pascal, Fermat е o cálculo de áreas. Três 
novas seções, sobre integração de funções trigonométricas, foram acrescentadas ао 
Cap. 12. A Seção 12.9 (exercícios do capítulo) da edição anterior foi eliminada e os 
exercícios distribuídos pelas seções do capítulo. A Seção 1.8 (Principio de Indução 
Finita) da edição anterior foi, também, eliminada e parte dela deslocada para a 
Seção 172. 

Nesta 5º edição foram feitas uma revisão meticulosa do texto e correções de 
algumas falhas gráficas relacionadas ao texto e às figuras, 


Мао poderíamos deixar de agradecer, pela cuidadosa leitura do manuscrito, às 
colegas Élvia Mureb Sallum e Zara Issa Abud. É ainda com satisfação que agradeço 
ao colega Nelson Achcar pelas sugestões e comentários que muito contribuíram 
para o aprimoramento das apostilas precursoras deste livro. Finalmente, 
agradecemos 3 Editora LTC pelo excelente trabalho gráfico e pela forma cordial 
com que sempre nos tratou. 


Hamilton Luiz Guidorizzi 
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NÚMEROS REAIS 


O objetivo deste capítulo é a apresentação das principais propriedades dos 
números reais. Não nos preocuparemos aqui com a definição de número real, que é 
deixada para o Apêndice 6. No que segue, admitiremos a familiaridade do leitor 
com as propriedades dos números naturais, inteiros e racionais. Mesmo admitindo 
tal familiaridade, gostaríamos de falar rapidamente sobre os números racionais. É o 
que faremos a seguir 


11. OS NÚMEROS RACIONAIS 
Os números racionais são os números da forma 7. sendo а e b inteiros e b = 0; o 
conjunto dos números racionais é indicado por Q, assim: 


Siabezbeol 


“| 


по qual Z indica o conjunto dos números inteiros: 


2-4 


1,0,1,2,3,...). 


Indicamos, ainda, por N o conjunto dos números naturais: 


N=(0,1,2,3,...) 


Observamos que N é subconjunto de Z, que, por sua vez, é subconjunto de Q; 
isto é, todo número natural é também número inteiro, e todo inteiro 6 também 
número racional. 


Sejam Š е © dois racionais quaisquer. A soma e o produto destes racionais são 


obtidos da seguinte forma: 


м 


асы 


A operação que a cada par de números racionais associa a sua soma denomina- 
se adição, e a que associa o produto denomina-se multiplicação. 

O número racional e diz positivo se a ` b € N; se a + b € N e a 0, endo £ se 
diz estritamente positivo. 

Sejam r e s dois racionais; dizemos que r é estritamente menor que s (ou que s é 
estritamente maior que r) e escrevemos r < s (respectivamente 5 > r) se existe um 
racional t estritamente positivo tal que s = r + t. A notação r < s (leia: r menor ou 
igual a s ou simplesmente г menor que s) é usada para indicar a afirmação “r < s ou 
r = s”. A notação r > s (leia: r maior ou igual a s ou simplesmente r maior que s) é 
equivalente a 5 < r. Observe que r positivo equivale a r > 0. Se r < 0, dizemos que r é 
negativo. 

А quádrupla (Q, +, , <) satisfaz as seguintes propriedades (x, y, 2 sio racionais 
quaisquer): 


Associativa 

AD tyt ren (M1) 69) 22x 62) 
 Comutativa. 

[C (М2) xy yx 


Existencia de elemento neutro 
(АЗ) x07 (M3)x 15x a20 
Existência de oposto 


Para todo racional x existe um único racional y tal que x + y = 0, Tal y denomina-se 
орозо de x e indica-se por =x. Assim, x + (сә) = 0. 


(м) 


Existencia de inverso. 


Para todo ra 


ional x 4 0 existe um único racional y tal que x y = 1. Tal y denominase 
(MÓ) imerso de x e indicasse por x" ou 1. Assim, x x* = 1. 


Distibutiva da multiplicação em relação à adição 


о Муза) пху +. 
Beflexiva 


(о) x 


Amissimétrica 

(02) жеу e ysr=s=y 
(leia-se: se x ye y S x, endo x = у ou x «y ey < x implica x = у). 
Transitiva 

(03) xsy e ysi=xsz 
Quaisquer que sejam os racionais x e y 

(04) х<ушусж 
Compatibilidade da ordem com a adição 

(0) хау=х+асу+ь 


(Somando-se a ambos os membros de uma desigualdade um mesmo número, o sentido 
da desigualdade se mantém.) 


Compatibilidade da ordem com а multiplicação 
(ом) xsy e Osz=xesyz 


(Multiplicondo-se ambos os membros de uma desigualdade por um mesmo número 
positivo, o sentido da desigualdade se mantém.) 


Observação. Seja K um conjunto qualquer com pelo menos dois elementos e 
suponhamos que em K estejam definidas duas operações indicadas por + е +; se a 
terna (K, +, -) satisfizer as propriedades (А1) а (A4), (MI) а (МА) е (D), diremos 
que (K; +, 2 é um corpo. Se, além disso, em |қ estiver definida uma relação (<) de 
modo que a quádrupla (K, +, +, <) satisfaga todas as 15 propriedades anteriormente 
listadas, então diremos que (K, +, +, <) é um corpo ordenado. Segue que (Q, +, =, <) é 
um corpo ordenado; entretanto, (2, +, *, <) não é corpo ordenado, pois (МА) não se 
verifica. 

Os números racionais podem ser representados geometricamente por pontos de 
uma reta. Рага isto, escolhem-se dois pontos distintos da reta, um representando о O 
е o outro o 1. Tomando-se o segmento de extremidades 0 e 1 como unidade de 
medida, marcam-se os representantes dos demais números racionais. 


Se a pomo P fr o represent de número racional, белше que г é a 
aseissa de P. Na figura айта, ёа abscissa de A: 5 € a abscissa de B 
Todo número racional r é abscissa de um ponto da reta; entretanto, nem todo 


ponto da reta tem abscissa racional. Antes de construir um ponto da reta que nào 
tem abscissa racional, vejamos os seguintes exemplos. 


EXEMPLO 1. Seja a um número inteiro. Prove: (i) se a for impar, então а: também 
será impar; (И) se a° for par, então a também será par. 


Solução 


(i) Como a é impar, a é da forma a = 2k + 1, k inteiro. Então: 


ёкъ AR + Ak 1 = 20 +) +; 


como 2k + 2k é inteiro, resulta a? ímpar. 


Gi) Por hipótese, a? é par; se a fosse impar, por (i), teríamos a também impar, que 
contraria a hipótese. Assim, 


@раг= ари. т 


EXEMPLO 2. A equação x 


não admite solução em Q. 
Solução 


De Био, suponhamos, por absurdo, que exista uma fração ітейшінеі 
Пре 


Z іше 
D D 


=> a? par = a par, 


sendo a par, será da forma a 


pimeiro; 


Assim, B° é par e, portanto, b também о 6; sendo a e b pares, a fração 


redutível, contradição. в 


Vejamos, agora, como construir um ponto da reta que não tenha abscissa 
racional 


Pa intersecção do eixo x 
“cam a circunferência de 
ceno Остао d) 


5 17 F 


Pelo teorema de Pitágoras, Ф = 12 + 12 = 2 (veja figura acima); assim a abscissa 
de P deveria ser d que não é número racional (Exemplo 2). 

Admitiremos que todo ponto da reta tem uma abscissa x; se x nào for racional, 
diremos que x é irracional. O conjunto formado por todos os números racionais e 
irracionais é o conjunto dos números reais que será indicado por R. 


12. 08 NÚMEROS REAIS 


Como dissemos na seção anterior, o conjunto dos números reais será indicado 
por R. R contém Q, isto 6, todo número racional é um número real. Os números 
resis que não são racionais denominam-se irracionais. 

Em R estão definidas duas operações, adição (+) e multiplicação () e uma 
relação (<). А adição associa а cada par (x, у) de números reais um único número 
real indicado por x + y; a multiplicação, um único real indicado por x > y. As 
operações de adição e multiplicação definidas em R, quando restritas a Q, 
coincidem com as operações de adição e de multiplicação de Q: o mesmo acontece 
com a relação (<) 

Admitiremos que a quádrupla (R, +, =) 6 um corpo ordenado, isto é, satisfaz 
todas as 15 propriedades listadas na seção anterior: (А1) а (А4), (MI) a (M4), (D), 
(01) a (04), (ОА) e (OM). Reveja tais propriedades. 


Os exemplos que damos a seguir mostram como obter outras propriedades a 
partir das já mencionadas. 


EXEMPLO 1. Quaisquer que sejam os reais x, y, z, w 


¿Ay 


mime 
zaw 


(Somando-se membro a membro desigualdades de mesmo sentido, obtém-se outra de 
mesmo sentido.) 


Solução 


Pela (OA) 


Pela transitiva (03) 


Portanto, 


ife . 


Como observamos anteriormente, a adição associa a cada par de números reais 
um único número real; assim, se x = y е z = w, então x + z = y + w; em particular, se 
x = y, entào x + z = y + z para todo z, o que significa que, somando a ambos оз 
membros de uma igualdade um mesmo número, a igualdade se mantém. 


EXEMPLO 2. (Lei do cancelamento.) Quaisquer que sejam os reais x, y, z 
x+z=y+z=x=y 
Solução 


Somando-se —z a ambos os membros da igualdade x + z = y + z, vem: 


(Et. 


Pela associativa (AU, 


x+E+C2]=y+[ + C2. 


x+0=y+0 


ou seja, 


Assim, 


EXEMPLO 3. Quaisquer que sejam os reais x, y, z, w 


Оху 


TED 


(Multiplicando-se membro a membro desigualdades de mesmo sentido e de números 
positivos, obtém-se desigualdade de mesmo sentido.) 
Solução 


ом З 
osean 99 сер À, . 


беге xw] 


Vamos, agora, fazer uma lista de outras propriedades dos reais que podem ser 
obtidas das 15 anteriormente listadas e que nos serão úteis no decorrer do curso. 


Quaisquer que sejam os reais x, у, z, w, tem-se: 


а) x<y=x+z<y*z. 
b) z>0=z'>0. 


с) 2508-0, 
d) sez>0,x<y=z<yz. 
e) sez<0,x<y = x > yz. 


(Multiplicando-se ambos os membros de uma desigualdade por um mesmo número 
negativo, o sentido da desigualdade muda.) 


D охур Lus 
Эген 94576 


oeseyene ай 
M) (iicotona) Uma esomene uma das condições abaixo se verifica 


x<youx=youx>y 


i) (Anulamento do produto.) 


y =00uy=0, 
(Um produto é nulo se е somente se um dos fatores for nulo.) 
EXEMPLO 4. Suponha x = 0 e y > 0, Prove: 

2) x<y= ey. 

>) xsye sy. 

3 users 


Solução 


e 252% = x? < y? (Veja item [до Exemplo 3) 
5) Faça você 


с) Por (а), x < у = х? < y”. Suponhamos, agora xº < у; se tivéssemos x 2 y, por (b) 
teriamos x° > y^ contradição. Assim, x < у? = x < y. Fica provado, deste modo, que 
quaisquer que sejam os reais х = бе y 2 0 


xcyexcy, з 


EXEMPLO 5. Resolva a inequação 
5х+3<2х+7. 
Solução 


52%3< 357 e Deed 


К 


"rt, 
5% 
pa 4]: 5 Б 
sim, {x ER I + < Š | o conjunto das soluções da inequação dada. ш 


EXEMPLO 6. Estude o sinal da expressão x — 3. 


Solução 


х-З3>0ех>%х-3-0ех-%х-3<0ех<3. 


Assim, x — 3 > 0 para x > 3; x — 3 < 0 para x < 3 e x = 
discussão será representada da seguinte forma: 


О para x = 3. Esta 


EXEMPLO? Estade o sirat de EE 


Solução 


Paar < 3,1 +3 <0ex—2< 0, logo 


Pama== 


а = nio existe) 


Conclusão 


— 


EXEMPLO 8, Resolva a inequação 


Solução 


Inicialmente, estudaremos o sinal de 241 


1-4 


assim fre 1-2 <<) € conjuro базово ерй cada. w 


3r- 


EXEMPLO 9, Resolva a inequação 27 7 


Solução 


Multiplicando por -1 ambos os membros da última desigualdade, resulta: 


КЕЗГЕН 
х+2 < 


ag sp I gea toga d 
conjunto das soluções da inequação dada. 


CUIDADO! 


EE 
үз? 


= Snão é equivalente a 3k - 12 5 (v + 2) 


A equivalência será verdadeira para x > -2, pois, x > -2 = x + 2 > 0; 
multiplicando, então, ambos os membros da desigualdade por x + 2, o sentido se 
manterá; assim, para x ^ -2, 


Mise 3r-1>5(r+2), 
1+2 
Por outro lado, para x < -2, 
ТИГЕНІ) ж 


Exercícios 1.2 


1. Resolva as inequações. 
а)3зх+3<х+6 
b)x-3>3x+1 
с)2х-1>5х+3 
йух+3<бх-2 


e) 1-3x>0 
Р 2х+123к 

2. Estude o sinal das expressões. 
DE 
b)3-x 
92-3 
d5x+1 


sE 


D Qx* 108-2) 


D Qx- 18-29 
D xx-3) 

D x(- 00х+3) 

my = a + 00 = 39 

пухре +3) 

оу Qx- 0+1 

p) ах + b, em que a e b são reais dados, com а > 0 
q) ax + b, em que a < O e b são dois reais dados. 


3. Resolva as inequações. 


los 
ы 


зо 


E) 


[EI 


Da- D+ D»0 mO Da 30 


aei ene) a) 
Ez 


<0 


4. Divida – a? por x — a e conclua ques? — a? = (x — a) (^ + ax + a’). 


5. Verifique as identidades. 


х-ах+а) 
(х ау + ax + a?) 

(хаух жас + ах +a") 

(x аул! + а ға + ах + a’) 

(x-ayo rar egisse; ena) em quen 06 
um natural. 


6. Simplifique. 


Resolva as inequações. 
a)$-4>0 
Ме-іс 

де>а 

del 


E 
DEA 


+4 
g)Qx- noe 4) 20 

h) 3x? > 48 

i) X < r, em que r > 0 é um real dado. 
j) эё > r°, em que r > 0 é um real dado, 


8. Considere o polinômio do 2º grau аё + bx + c, em que a # 0, b e с são 
reais dados. 


a) Verifique que 


азн | 


b) Conclua de (а) que, se A > 0, as raízes de ax + bx + c são dadas pela 
fórmula 


9 sejam y, 
Verifique que 


9. Considere o polinômio do 2º grau аб + bx + с e sejam x, e x, como no 
item (c) do Exercício. Verifique que 


a+ bx + c = alx — x) = x). 
10. Utilizando o Exercício 9, fatore o polinómio do 2º grau dado. 


emana 
be-x-2 
Qe-mel 
de-&e9 
е) 26-3 
D 2 -3к+1 
ge-25 
вузё+х-2 
j4e-9 
Й 22-5 


11. Resolva as inequações. 


ај -3х +2<0 


bx - и +620 
дж-3х>0 
dje-9«0 
e) -x-220 
рзезх-2>0 
фё-4х+а>0 
һ)зё-х<0 


зе -4х+1<0 
jD 4ё-4х+1<0 
12. Considere o polinômio do 2º grau ax? + bx + c e suponha А < 0. Utilizando 
о item (a) do Exercício 8, prove: 
а) se a >0, então ax + bx + c > O para todo x. 
b) sea < 0, então ax? + bx + c < O para todo x. 


13. Resolva as inequações. 


де 320 
bx +х+1>0 

Xx +x+1s0 
9+5=0 

e) 6-38 +5) >20 

D Qe Does) 0 
Dar 20 
вое +2х +2) <0 


14, Prove: 


5:+3 


+1 


=5 o EET 


15. A afirmação: 


“para todo xreal, #2, 1 1* y S e 
é falsa ou verdadeira? Justifique. 


16. Suponha que Р(х) = аде + ax" ^ +... + a, _, х a, seja um polinômio de 
grau n, com coeficientes inteiros, isto é, a, Z 0, a,, a, .... а, São números 
inteiros. Seja a um número inteiro. Prove que se а for raiz de Р(х), então а 
será um divisor do termo independente а, 


17. Utilizando o Exercício 16, determine, caso existam, as raízes inteiras da 
equação. 
джеззезх-4-0 
be "и +14=0 
eat 2 
d)2e--1-0 
ejéexex-ld-0 
D ё+%ё-ах-12 


18, Seja PG) um polinômio de grau n. Prove: 
a é raiz de P) = P( é divisível por = а. 


(Sugestão: dividindo-se Р(х) por x — a, obtém-se um quociente Q(x) e um resto 
R, R constante, tal que Р(х) = (x - а) QU) + R) 


19. Fatore o polinômio dado, 


oe e22-x-2 
Ме-зе + +3х-2 
ЕЕЕ 


ЧЕГЕ 
ЕС 
pea 

20. Resolva as inequações. 
де-і>ө 
букве + пх+6<0 


су 3é-ax- 1220 
de *26-3k«0 
21. Aafirmação: 
“quaisquer que sejam os reais x e y, x < y e ж y" 
é falsa ou verdadeira? Justifique. 
22. Prove que quaisquer que sejam os reais x e y, x < y e x° < y 
23, Neste exercício você deverá admitir como conhecidas apenas as 
propriedades (A1) a (A4), (MI) a (М4), (D), (01) а (04), (OA) e (OM). 
Supondo x, y reais quaisquer, prove: 
дух: 0=0. 
b) (Regra dos sinais) 
(Cx) y = cx x C) = 2x5 (-х) (су) = лу. 
дегі 
d)1>0. 
ex>0ex>0, 
D) (Anulamento do produto) 
зу-0ех-0ову-0. 
Фу ex-youx--y 
h)Sex20eyz0 x =y =x=y. 


13. MÓDULO DE UM NÜMERO REAL 


Seja x um número real; definimos o módulo (ou valor absoluto) de x por: 


De acordo com a definição acima, para todo x, | x | > 0, isto é, o módulo de um 
número real é sempre positivo. 


EXEMPLO 1. 


» 151=5. 


5) 1-31 


EXEMPLO 2. Mostre que, para todo x real, 


Solução 


Sexz0, |x|=xe daí хрх 
Sex<0,|x|=-xe daí |х) 


Assim, para todo x real, | x P 
Lembrando que (а indica a raiz quadrada positiva de a (а > 0), segue do 
exemplo anterior que, para todo x real, 


del =1x1 . 


EXEMPLO 3. Suponha а > 0. Resolva a equação 
ПЕ 
Solução 
Como |x|z0ea>0, 


Ixlzas|xp 


Mas |x | =a, assim 


ае (х-а)(х+а)=0 ех=аоп 


Portanto, 


EXEMPLO 4. Resolva a equação |2x + 1 | = 3. 


Solução 


(зегі 
| 
E 


Assim, 
|х+1|=3ех=1ошх=-2. m 


Sejam x е у dois números reais quaisquer. Definimos a distância de x a y por |x — 
y |, Sendo Р e Q os pontos do eixo Ox de abscissas x е y, е u o segmento de 
extremidades O e 1, | x y | ба medida, com unidade и, do segmento PQ. 


De |x |= |x= 0 |, segue que | x | a distância de x a 0. 
Seja r > 0; o próximo exemplo nos diz que a distáncia de x a 0 é menor que r se, 
e somente se, x estiver compreendido entre -г e r. 


EXEMPLO 5. Suponha r > 0. Mostre que 


Таре ехе 


Solução 
|хјегејхрсвеж<в 
еге (х-гх+)<0е=-г<х<г. 
Portanto, 


|х|<ге-г<х<г. m 
EXEMPLO 6. Resolva a inequação | x | < 3. 
Solução 


Pelo Exercício 5, 


імі<3--3<х<3 m 
EXEMPLO 7. Elimine o módulo em 
Ix-pler(rs0) 
Solução 
|х-р|<ге-г<х-р<гер-г<х<р+г. 
Assim, 
|х-р|<гер-г<х<р+г. 


(A distáncia де х a p é estritamente menor дие г se, e somente se, x estiver 
estritamente compreendido entre p= rep + r) ж 


EXEMPLO 8. Mostre que quaisquer que sejam os reais x e y 
ЫШ 
(O módulo de um produto é igual ао produto dos módulos dos fatores) 
Solução 
ly Fe ey xy =|хї1у = х уђе 
Como [лу | = 0e|x||y|> 0resulta 
ЫШ 
Antes de passarmos ao próximo exemplo, observamos que, para todo x real, 
x<|x]e-x<|x] (Verifique) w 
EXEMPLO 9. (Desigualdade triangular.) Quaisquer que sejam os reais x e y 
ікеуіікініуі 
(O módulo de uma soma é menor ou igual ¿soma dos módulos das parcelas) 


Solução 


Sex+yz0,|x+y|=x+y<|x|+|y| 
Зех +у<0,|х+у|=-(х+у)=-х-у<|х|+|у|. 


Assim, quaisquer que sejam os reais x e y. 
Татура [еур m 
EXEMPLO 10. Elimine о módulo ет|х-1|%х52) 


Solução 


Parax<-2,x-1<0ex+2<0, assim 


\х-1|+]х+2|=чх-1)-(х*2) 


Para-2<x<L,x-1<0ex+220, assim 
ЕЕЕ 

Parax21,x-120ex+220, assim 
Ix-11*|x+21=@-D+@+2)=2x+1 


Conclusão 


le пат +21 


Exercícios 1. 


1. Elimine o módulo. 


а)|-51+1-21 


b)|-5+8| 
д|-ађа> о 


d)alac0 
91-а] 

D 12а |- |За] 

2. Resolva as equações. 
в|х|=2 
b)jx+1] 
92-1 
d)ix-2]1231 
e)|2x+3/=0 
MESH 

3. Resolva as inequações. 
ду|х|<1 
b)|2x-1|«3 
дІ-1|<-2 
Du uel 

3 
alze-1|<1 
D 1х-31<4 
9 1х1>3 
B)|x+3|>1 
0 |2x-3[>3 
D |2x-1|<x 


D |х+1|<|2х-1| 
туух=1|-|х+2|>х 
п)|х-3|<х+1 
olx-2]+|x-1]>1 

4. Suponha ғ > 0. Prove: 


5. Elimine o módulo, 
Әіхегікі 
®|х-2[-|х+1| 
д)|2х-1|+|х-2| 
й)|х|+|х-1|+|х-2| 
6. Prove 
Ix+y|=|x|+|yl=xyzo. 
7. Prove 
а)|х-у|>|х|-|у| 
®)|х-у|>|у|-|х| 
ӘПІкі-ІУІІ<Іх-у| 


14. INTERVALOS 


O objetivo desta seção é destacar certos tipos de subconjuntos de R, os 
intervalos, que seráo bastante úteis durante todo o curso. 

Sejam a e b dois reais, com a < b. Um intervalo em R é um subconjunto de R 
que tem uma das seguintes formas: 


la, b] 


x € Rasxsb] 
lab = {x ER |a <x<b} 
Job] - (x € R jacx«b] 
lo,bl= {x ER [ах <) 
Ial=(xER|n<a) (=æ menos infinito) 


Observação. — nào é número, e é apenas um símbolo. 


Ies, a] - (x ER |х<а) 


la,+%[= (x € R |x 2a} 
la, +0 = {x В |x >a} 
Tre, +=[ = R. 


Os intervalos Ja, М, ]->, al, Ја, +x[ e |-, +o[ são denominados intervalos 


abertos; a, b] denomina-se intervalo fechado de extremidades a е b. 


EXEMPLO. Expresse o conjunto (x € R | 2x — 3 < x + 1) em notação de intervalo, 


Solução 
ж-3<х%1ех<4. 
Assim, 
Єв |2х-3<х+1) . 
Exercícios 1.4 


1. Expresse cada um dos conjuntos abaixo em notação de intervalo. 
a) (xE й|4х-3<6х+2} 
b xe R||x|< 1) 
e xe й||2х-3|<1} 
Фев 2) 


2, Determine r > 0 de modo que M =r, 4 + r[ C I2, 5L. (Lembre-se:A С Be A 
é subconjunto de В) 


3. Sejam a < b dois reais e p € Ja, bl. Determine г > O de modo que Jp — r, p + 
ri C Ja, bi. 


4. Expresse o conjunto das soluções das inequações dadas em notação de 
intervalo, 


ајд -3«2«0 


[ERE 
XFS 
QE ixe10 


dx-9<0 


15. PROPRIEDADE DOS INTERVALOS ENCAIXANTES E 
PROPRIEDADE DE ARQUIMEDES 


A seguir destacaremos duas propriedades fundamentais dos números reais е 
cujas demonstrações serão apresentadas no Apéndice 1 


Propriedade dos Intervalos Encaixantes. Seja [а, Бу, Га, b), fa bj], ..., la, 
ba)... uma sequência de intervalos satisfazendo as condições: 


© [as b») D fa, by] D la,,b,] > ... D Ia, b] > ... (ou seja, cada intervalo da 
sequência contém o seguinte); 
(ii) para todo r > 0, existe um natural n tal que 


ba <r 


(ou seja, à medida que n cresce o comprimento do intervalo [a, b,] vai 
tendendo a zero). 


Nestas condições, existe um único real a que pertence a todos os intervalos 
da sequência, isto é, existe um único real a tal que, para todo natural n, а, <a < 
b, 


Propriedade de Arquimedes. Se x > 0 e y sio dois reais quaisquer, então existe 
pelo menos um número natural n tal que 


туу. 


EXEMPLO 


2) Para todo x> 0, existe pelo menos um natural n tal que... < x 


5) Para todo real x existe pelo menos um natural n tal que n > x. 
Solução 
3) Como x > 0, por Arquimedes, existe um natural п tal que nx > 1 e, portanto, 


L < (Observe 1 n20) 


5) Como 1 >, por Arquimedes, existe um natural ntal que n>x. ж 


16. EXISTÉNCIA DE RAÍZES 


Inicialmente, observamos que se [а, bj Га, bj. [as bj... Га, b] „Тог uma 
sequência de intervalos satisfazendo as condições da propriedade dos intervalos 
encaixantes e se para todo n, a, > 0e b, > 0, então a sequência de intervalos [а2, ig] 
laf, bẹ), la Jag, bj ],-.., também satisfará aquelas condições (verifique). 

Antes de apresentar о próximo exemplo, lembramos que por um dígito 
entendemos um natural pertencente ao conjunto (0, 1, 2, 3, .... 9h 


EXEMPLO 1. Mostre que a equação х? = 2 admite uma única raiz positiva а 
Solução 
Seja А, о malor natural tal que 
ГЕТЕ 
dai 


(А 1) 22(A £122,222). 


Façamos, agora, a, = A, € b, = А, + 1. Seja A, o maior dígito tal que 


201-4047 «205p. 


A 
do + 
970 


Façamos 


Assim, 


4eb,=1,5) 


Seja A, o maior dígito tal que 


[ap +24 47) 
10 107 


(Aj ean <2< (142), 


Façamos: 


Prosseguindo com este raciocínio, obteremos uma sequência de intervalos [ay 
bj, Па, Bj), .... la, bj] satisfazendo as condições da propriedade dos intervalos 
i. e quando n cresce b, — a, tende a zero). 
ra 

Assim, existe um único real а tal que, para todo n, 


encaixantes (observe que b, — а, 


asas, 


e, portanto, 


asas» 


Mas a? é o único real tendo esta propriedade, pois, |4. 031. laf. 07 
também satisfaz as condições daquela propriedade. Como, para todo n, 


„ай, bil 


dex 


segue-se que a° = 2. Fica provado, assim, que existe um real a > 0 tal que a? 
Vejamos, agora, a unicidade. Suponhamos que В > O também satisfaga a equação; 
temos 


Teorema, Sejam а > 0 um real e n > 2 um natural, Então existe um único real 
а > 0 tal que а" = a. 


Demonstração. É deixada para о leitor [sugestáo: siga o raciocínio utilizado no 
exemplo anterior], т 


Notação. Sejam a > 0 um real e n > 1 um natural. O único real positivo а tal que а” 
a é indicado por 4/4, Dizemos que a é a raiz n-ésima (ou де ordem n) positiva de a. 


Sejam a > 0 e b > 0 dois reais, m > 1 e n > 1 dois naturais e p um inteiro. 
Admitiremos a familiaridade do leitor com as seguintes propriedades das raízes: 


(D Ya qb = «аһ 
[IE "фант 
ЕКІ 

acb o Nac t 


а = "ía 


EXEMPLO 2. Seja a um real qualquer. Mostre que se n for impar, n natural, então 
existe um único real а^ = а. 


Solução 


Se a > 0, pelo teorema anterior, existe um único а > O tal que a" = a. Por outro 
lado, para todo B < 0, f? < 0 (pois estamos supondo n impar). Segue que o а acima é 
о único real tal que a^ = a. 

Se a < 0, existe um único real В tal que J" = -a e daí (BY = a (lembre-se de que 
CB) = P). Assim, -B é o único real tal que (7f)' = a. 


Notação. Se n for ímpar e a um real qualquer, o único а tal que a" = 
porta, w 


EXEMPLO 3, Calcule. 


é indicado 


а-в DEIJ 
Solução 
а 18 = -21-2 =-8 0) 416 =2 


(Lembre-se: 4TG indica a raiz positiva de ordem 4 de 16) ш 


EXEMPLO 4. Verifique que 


аве (Va Vo Ral + Yab + NI). 
Solução 


a-b= бај - by 


ЕГЕУ 
= (Ya – Vo la + Yab + Yo?) 
Assim: 


a=b 


(Ya — Уа? + Yab + Vel), . 


Observação. Veja uma forma interessante de fixar a identidade acima: 
a — b = (a — b) (aè + ab + B) 


agora, extraia a raiz cúbica de todos os termos desta identidade. 

Já vimos que a equação x° = 2 nào admite solução em Q; como ,/2 é raiz de tal 
equação, resulta que 7 não é racional, isto é, (7 é um número irracional. 

Observe que зе = 2 ter solução em R é uma consequência da propriedade dos 
intervalos encaixantes; como esta equação näo admite solução em Q, isto significa 
que o corpo ordenado dos racionais пао satisfaz tal propriedade. Esta é a grande 
falha dos racionais. A grande diferença entre o corpo ordenado dos reais e o dos 
racionais é que o primeiro satisfaz a propriedade dos intervalos encaixantes e o 
segundo, пао. 

Оз dois próximos exemplos mostram-nos que entre dois reais quaisquer sempre 
existem pelo menos um racional e pelo menos um irracional. 


EXEMPLO 5. Sejam x e y dois reais quaisquer, com x < y. Então, existe pelo menos 
um irracional t lal que x < t < y. 


Solução 
x é racional ou irracional; suponhamos inicialmente x irracional. Temos 
х<уеу-х>0, 


Por Arquimedes, existe um natural n tal que 


Como 1 > 0, к< + 


com t irracional (a soma de um racional com um irracional é irracional). 
Suponhamos, agora, x racional. Por Arquimedes existe um natural n tal que 


32 cy ye tomando-se, = у + “2 tem-se x <t < y, com t irracional, ш 


EXEMPLO 6. Sejam x, y dois reais quaisquer com x < у, Entào existe pelo menos 
um racional г com x < r < y. 


Solução 
1.ºCaso:0<x<y 


Por Arquimedes existe um natural k, com k > y; aínda, por Arquimedes, existe 
um natural n tal que 


- 


Ë aa = Кеја о maior índice 


Sejam a, 


== 


+ <y tomando-se t = g, , tem-se x < t < y, com t racional. 
2^ Caso: x «0e y 
Basta tomar (=, 


3. Caso: x «y «0 


х<у<0ей<-у<-х, 
Pelo 1º caso, existe um racional s tal que 
-у<з<-х. 


Portanto 


х<-4<у. 


com -s racional. 
4° Caso: x= дому - 0 
Façavocê, m 


Exercícios 1. 


1. Prove que а soma de um racional com um irracional é um irracional. 


2. 0 produto de um racional diferente de zero com um irracional é racional 
ou irracional? Justifique, 


3. Prove que é irracional. 
ЗАН 


38-45 + YES € racional ou irracional? Justifique. 


5. Verifique as identidades em que x > беу > 0. 
ayi h 


= ба – E fay a dol 4) 


6. Determine uma aproximação por falta, com duas casas decimais exatas, de 
Мо. 


7. Prove: se para todo г > 0, r real, | a — b | < r, entáo a = b. 


8. Sejam, y dois reais quaisquer com x > 0 e y > 0. Mostre que 


E 


9. Sejam x, y dois reais quaisquer, com 0 < x < y. Prove 
Ja e 
10. Seja e > O um real dado. Prove que quaisquer que sejam os reais positivos x 
ey, tem-se: 


11. Sejam x, y dois reais quaisquer, com 0 < x < y. Prove. 


Ye > - 


2. A afirmação: 
“para iodo real x 2 0, x > Д” 


ë falsa ou verdadeira? Justifique. 


1,7. POTÊNCIA СОМ EXPOENTE RACIONAL 


Sejam a > 0 um real e r = “2, 4 > 0, um racional. Definimos 


Tendo em vista a propriedade (2) das raízes, segue que tal definição não depende 
da particular fração 7^, и > 0, que tomamos como representante do racional r. 


EXEMPLO 


əз М5%-4% . 


Sejam а > 0 e b > 0 dois reais quaisquer e r, s dois racionais quaisquer. Das 
propriedades das potências com expoentes inteiros e das raízes seguem as seguintes 
propriedades das potências com expoentes racionais e cujas demonstrações são 
deixadas como exercícios: 


Q) (ey = an, 


(4) (ab) = er. 
(S) Sea > Те r < s, entio а < d 


(6) 5е0<а<1ег<5,ешіо a > a. 


2 


FUNÇÕES 


21. FUNÇÕES DE UMA VARIÁVEL REAL A VALORES REAIS 
Entendemos por uma função fuma terna 
(A Bars b) 


em que A e B são dois conjuntos e а r> b, uma regra que nos permite associar a 
cada elemento a de A um único b de В. O conjunto A é o domínio de f е indica-se 
por D, assim А = D, O conjunto B é o contradomínio de f. O único b de В associado 
ао elemento a de A é indicado por f(a) (leia: f de a); diremos que f (a) é o valor que 
f assume em a ou que f (a) é o valor que f associa a a. 

Uma função f de domínio A e contradomínio B é usualmente indicada por f: A = 
B (leia: f de A em В). 

Uma função de uma variável real a valores reais é uma função f : À В, em que 
Ae B são subconjuntos de R. Até menção em contrário, só trataremos com funções. 
de uma variável real a valores reais. 

Seja f: A B uma função. O conjunto 


Су (0, fO x € A) 


denomina-se gráfico de f; assim, o gráfico de f é um subconjunto do conjunto de 
todos os pares ordenados (x, y) de números reais. Munindo-se o plano de um 
sistema ortogonal de coordenadas cartesianas, o gráfico de Í pode então ser 
pensado como o lugar geométrico descrito pelo ponto (x, f (O) quando x percorre o 
domínio de f. 


Observação. Por simplificação, deixaremos muitas vezes de explicitar o domínio е 
о contradomínio de uma função; quando tal ocorrer, ficará implícito que o 
contradomínio é R e o domínio o “maior” subconjunto de R para o qual faz sentido 
a regra em questão 

É usual representar uma função f de uma variável real a valores reais e com 
domínio A, simplesmente por 


у-Годхе A. 


Neste caso, diremos que x é a variável independent, e у, а variável dependente. É 
usual, ainda, dizer que y é função de x. 


EXEMPLO 1. Seja у = f (А), f (x) = X^ Tem-se 


b) O valor que f assume em x é f (xX) = x Esta função associa a cada real x о 
número real (5) = x. 

ofc 110) = =0; 10) = 

4) Gráfico de f 


[ DIE 


Suponhamos x » 0; observe que, à medida que x cresce, y também cresce, pois y 
=x, sendo o crescimento de y mais acentuado que o de x (veja: 2 = B; 3° = 27 etc); 
quando x se aproxima de zero, y se aproxima de zero mais rapidamente que x 
(00)? = 1/8; (1/3) = 1/27 etc). Esta análise dá-nos uma ideia da parte do gráfico 
correspondente a x > 0. Para x < 0, é só observar que f (=x) = -f (0. 


EXEMPLO 2. Seja fa função dada por f(x) = (x. Tem-se: 
3) D=IxER|x20 


(o valor que f assume em 4 é 2). 


trt 
rã e> =3. 
2) Gráfico de f 


A função f é dada pela regra x ^ y, y = Vx. Quando x cresce, y também cresce, 
sendo o crescimento de y mais lento que o de 1 („4 = 2, 6-4, /64 = 8 etc.) 
quando x se aproxima de zero, y também se aproxima de zero, só que mais 
eic). 


lentamente que x( 4 = tiji == 


EXEMPLO 3. Considere a função g dada por y = | Tem-se: 


3) D,- ix € R x20), 
1 


5) Esta função associa a cada x «0o real g (x) = L. 


' 
E l. ка =. 
ы d x+h 


3) Gráfico de g 


Vamos olhar primeiro para x > 0; à medida que x vai aumentando, у = | vai se 


aproximando de zero (+= I0 y 


i0 y 


1 £ 
ас); à medida que x 
a; 9) a 


wai se aproximando de zero, у= vai se tornando cada vez maior 


L y= 10; 
2 10 
ideia do que acontece para x < 0. 


Z y = 100 etc). Você já deve ter uma 
100 йы, 


EXEMPLO 4. Dada a função f (x) = — + 2x, simplifique: 


ТҮЗЕП y datn- rw 
x-i D 


Solução 


Of 
da 


5) Primeiro vamos calcular f (x + h). Temos 
= (+h) doce = 


2xh - I + 2x 2h. 


xh + ах 2h— 
D 


ЕЕЕ 


ou seja, 


dot AOL ра вжо, 
П . 


EXEMPLO 5. (Função constante) Uma função y = f (x), x € A, dada por f (x) = k, k 
constante, denomina-se função constante. 
3) f()-2 
() D=R 
(ti) Gráfico de f 


шта função constante; tem-se: 


6-(«/00|хен)-(2/|хе в). 


O gráfico de f é uma reta paralela ao eixo x passando pelo ponto (0, 2). 


5) өзін, еке R dada por g (v) = -1 é uma função constante e seu gráfico é 


EXEMPLOS Seja yoy- | 19170 


Tem-se: 


5) Gráfica de f 


Observe que (0, 1) pertence ao gráfico def, mas (0,-1)nào. ш 

EXEMPLO 7. (Função linear) Uma função f : R + R dada por f (x) = ax, a 
constante, denomina-se função linear; seu gráfico é a reta que passa pelos pontos (D, 
беба) 


Sea -0,o gráfico de f coincide com o eixo x. ш 


EXEMPLO 8. Esboce os gráficos. 


3) Го) =2х 


5) 00) = 2x 
3 һб) =2 |х| 
Solução 


3) O gráfico de fé a reta que passa pelas pontos (0, 0) е (1, 2). 


EXEMPLO 9. (Função afim.) Uma função /: R = R dada por y = ax + b, a e b 


constantes, denomina-se função afim. Seu gráfico é а reta que passa pelo ponto (0,5) 
eé paralela dretay=ax ш 


EXEMPLO 10. Esboce o gráfico de f(x) = |х - 1| +2. 
Solução 
Primeiro eliminemos o módulo 


1142 езгі 
[-(«+-1)+2 екі 


[ x+1 erai 
lea+3 әкі 


ou fix 


Agora, vamos desenhar, pontilhadas, as retas y = x + 1 е у = -x + 3 e, em seguida, 


marcar, com traço firme, a parte que interessa de cada uma: 


у=-к+з 


+1 
i3 


punc Lf) 
pura x < Lf) 


деңге que uma função for dada por várias sentenças, você poderá proceder desta 


Outro modo de se obter o gráfico de f é o seguinte: primeiro desenhe pontilhado 
o gráfico de y = | x |; o gráfico de y = | x — 1 | obtém-se do anterior transladando-o 
para a direita de uma unidade; o gráfico de f obtém-se deste último transladando-o 
para cima de duas unidades. 


EXEMPLO 11. (Função polinomial.) Uma função f : Ë = R dada por 
Го) аде ам =! + "а, xt, 


em que a, 7 0, a, a, .., a, São números reais fixos, denomina-se função polinomial 
de grau n (n € N). 


4 é uma função polinomial de grau 2 e seu gráfico é a parábola 


n 
HE 1 | fa 
-2| o т 
ЗЕ 

ТЕ N 

a 1222 


O gráfico de uma função polinomial de grau 2 é uma parábola com eixo de 

simetria paralelo ao eixo y. 

5) g (4) = (x — 1) é uma função polinomial do grau 3; seu gráfico é obtido do 
gráfico de у = м, transladando-o uma unidade para a direita. 


ого) 


aspecto: 


ač = 1 é uma função polinomial do grau 4; seu gráfico tem o seguinte 


EXEMPLO 12. (Função racional.) Uma função racional f é uma função dada por 
fon ; о domínio de f é o 


conjunto (x € R | (x) #0) 


3) fisy= 21 é uma função racional definida para todo x = 0. Como 
dije pet E A өші дайда diga 
transladando-o uma unidade para cima (veja Exemplo 3). 

pe 
"m 
alo 
% +1 6 uma função racional com domínio (x € R | x 0). Observe que 


x + 1 А medida que | x | vai crescendo, À vai se aproximando de zero е 


a+! 
o gráfico de g vai, ento, "encostando" па reta y = x (por cima se x > 0; por 
baixo se x < 0), À medida que x se aproxima de zero, o gráfico de g vai 


encostando na curva y = L 


Ona é uma função racional com dominio (x € | x # 2). O gráfico 


xl 
de h é obtido do gráfico de y = 1. transladando-o duas unidades para a esquerda. 
mw 
n 


EXEMPLO 13. Determine A e B para que a terna (А, B, x r у) seja função, sendo a 
regra x r> y dada implicitamente pela equação ху 7 x - 1. 


Solução 


Para se ter função, é preciso que a regra x r y associe а cada x € A um único y 
€ B. Basta, então, tomar 


-1 


A=(reR 20)=(1ERIx<00xr>1] 


B=(yER|y20) 


“Temos assim a função f: А ^ B dada por 


sa 


Observação. A escolha de А e B acima não é a única possível, Quais as outras 
possibilidades? ш 


EXEMPLO 14. O conjunto H= (x, y) € R? | 2x + 3y = 1) é gráfico de função? Em 
caso afirmativo, descreva tal função. 


Solução 


segue que H é o gráfico da função dada por 


Notação. O símbolo R° é usado para representar o conjunto de todos os pares 
ordenados de números reais, R2 = {(x, y) | x, y € R). 


Observação. Sejam Н um conjunto de pares ordenados e A = (x € R | Зу € R com 
(x, y) € H). Então H é gráfico de função se, e somente se, para cada x em À, existe 
um único y, com (x, y) € H. 


É gráfico de função Não é gráfico de função. 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, lembramos que a distância d entre os 
pontos (x, y.) e (x yu) É definida por 


dl +0 


Veja 


1 (y1 уо)" + (my — agf. 


Pois bem, a circunferência de centro (a, b) e raio r (r > 0) é, por definição, о 
lugar geométrico dos pontos do plano cujas distâncias a (а, b) são iguais а ғ. Assim, 
a equação da circunferência de raio г e centro (a, b) é 


(eae by = r. 


EXEMPLO 15. Esboce o gráfico da função f dada pela regra x ‚= y, em que x° + ° 
=1,y>0. 


Solução 


A função fé dada por 
уз 1x1 
Como x + у? = 1 = (x — 0) + (y - 0P = É, segue-se que x + y? = 1 é a equação 


da circunferência de centro na origem e raio 1; o gráfico de f é a parte desta 
circunferéncia correspondente a y 20. 


EXEMPLO 16, O conjunto H = (x, y) € R° | ° + y? - 2y = 0) é gráfico de função? 
Por qué? 


Solução 


#+у-2у=б = +у-2у+1=1 ем + (y- 1} 
circunferência de centro (0, 1) е raio 1. Temos 


que é a equação da 


#+е-17 


Assim, para cada x € 1-1, Ц existe mais de um y, com (x, y) € H; H nào é 
gráfico de função, 


Exercicios 2 
1 Colete 
mw 


b) 0). g (e peT) sendo g ( 
y Ji D fiai 

NE SEM 
a feth- fa 


40) ЈЕ (vs prsendo dados: 
х-р E 


sendo 


sendo) саре 


Simplifique 


аугб)=жер=1 
БО) ep=-1 

©) f (9) = e p qualquer 
d)f()-2v*1ep-2 
еугб) =2х+1ер=-1 


жер--2 
зе e p qualquer 


Drm рта 


Dim 


. Simplifique Z3. 


(hee (sendo f (x) igual a 
а)2х+1 
b)3x-8 
arta 
qe 
DEREN 
DE 
gx 2x 
В) -2х+3 
0 2+3 
paes 
ye 
тех 


4. Dë o domínio e esboce o gráfico. 


a) f(x) = 3х 
Ма 
дһ0д--кеі 
СЫСЫ 
@аб)=-2х+3: 
ђаб=3 


si но = 


mates 
n 


т 
вео: 


m hasis- 


Т 


и! 

рам ga 
Nu КЕСЕЛІ 

as ame ET 


5. Considere а função f(x) -|x-1|*|x- 21 


[aei se 11 
1^ 1х2 
| 2-3 ж x>2 

b) Esboce o gráfico de f 


O Mostre que ji) 


6. Esboceo gráfico. 
а) го) =] х] +|х=2] 


Фгбд= "а |-|х] 


7. Olhando para o gráfico de f, estude о sinal de /09. 


о) =3х+1 


8. Estude a variação do sinal de f (x). 


2 fw- Dut 
9ft)-:ü-2 


a 
2 fiis 
o ELE 


ГЕН 
б fie Qc So Do- 2 


9. Determine o domínio. 


a) fen 


eau 


10. Esboce o gráfico. 


Әу-бстіу 
б у=(х-1°+1 


D y= 
my= (+17 


11. Considere a função f dada por f (x) = xº + 4x + 5. 


а) Mostre que f (x) = (x+ 2} +1 
b) Esboce o gráfico de f 
©) Qual o menor valor de f (x)? Em que x este menor valor é atingido? 


12. Seja f 00) = ах + bx + c, a 0. 


апе que joa (x+ £}? A em qe cta 


b) Mostre que se а > 0, então o menor valor de f (x) acontece para x= 


Qual o menor valor de f (x)? 


© Mostre que se a < 0, então | —. de o maior valor assumido por f. 


d) Interprete (b) e (c) graficamente. 


13. Com relação à função f dada, determine as raízes (caso existam), o maior 
ou o menor valor e esboce o gráfico. 


16. 


Conclua que à medida que 


[TEE 
|x | cresce a diferença 1 + 42 — узе aproxima de zero. 


17. Dê o domínio e esboce o gráfico de ү) = ү: 


(Sugestão: Verifique que à medida que | x | vai crescendo, o gráfico de f vai 
“encostando”, por baixo, no gráfico de y = |x |) 


18. Dê о domínio e esboce o gráfico. 


a yzat b y= -4 


d y= it ° 


19. Seja f dada por x > y, у 2 0, em que x° + y = 4. 


а) Determine f (x) 
b) Esboce o gráfico de f 


20. Esboce o gráfico da função y = f (x) dada implicitamente pela equação. 


рну дуго 
DE 
DAL, 


Dt 


21. considere a ug po = wa, 


Әсіше ¿ete f(E) 
b) Dé o dominio e esboce o gráfico 
22. Considere a função f(x) = máx(n € Z | n < x}. (Função maior inteiro.) 


9 calce (1) га /Í 


b) Esboce o gráfico 
23. Calcule a distáncia entre оз pontos dados. 


a) (1, 2)e (2,3) 
b) (0. De (3) 
9 -L 2e (0,1) 
d) (0, 2) e (0,3) 
BB 
Da Dea 


24, Seja d a distância de (0, 0) a (x, y); expresse d em função de x, sabendo que 
(x, y) é um ponto do gráfico de y 


25, Um móvel desloca-se (em movimento retilíneo) de (0,0) a (x, 10) com uma 
velocidade constante de 1 (m/s); em seguida, de (x, 10) a (30, 10) (em 
movimento retilíneo) com velocidade constante de 2 (m/s). Expresse o 
tempo total T (х), gasto no percurso, em função de x. (Suponha que a 
unidade adotada no sistema de referência seja o metro.) 


26. (x, y) é um ponto do plano cuja soma das distâncias а (-1, 0) e (1, 0) é igual 


m 


9) Verifique que 


b) Supondo y > 0, expresse y em função de x e esboce o gráfico da função 
obtida 


27. Sejam F, e F, dois pontos fixos e distintos do plano. O lugar geométrico 
dos pontos (x, y) сија soma das distâncias a F, e F, é sempre igual a 2k (2k 
> distância de F, a F.) denominase elipse de focos F, e F, e semieixo maior 
k 


yet ques soga da ip de tocos ee 
айдыны ure gie 


5) Verifique que 22 
ағы 
semieixo maior b, em que a° 


16 a equação da elipse de focos (0, -c) е (0, c) e 


с) Desenhe os lugares geométricos descritos nos itens (a) e (b) 
28. Determine o domínio e esboce o gráfico. 


Jia ыло) 


oysir 


29. Você aprendeu em geometria analítica que у — y, = m (x - x) É à equação da 
reta que passa pelo ponto (x, у) e que tem coeficiente angular m. 
Determine a equação da reta que passa pelo ponto dado e tem coeficiente 
angular m dado. 


2)(,2)em-1 
b)(0,3)em=2 
9(-1,-2em 


do. –ђет 
Ә(.Әет-0 
D seen 


30. А reta r intercepta os eixos coordenados nos pontos A е В. Determine а 
distância entre A e B, sabendo-se que r passa pelos pontos (1, 2) е (3, 1). 


31. À reta r passa pelo ponto (1, 2) e intercepta os eixos coordenados nos 
pontos A e В. Expresse a distância d, entre A e В, em função do coeficiente 
angular т. (Suponha m < 0.) 


32. Na fabricação de uma caixa, de forma cilíndrica, e volume 1 (m°), utilizam- 
se, nas laterais е no fundo, um material que custa 81.000 o metro quadrado 
е na tampa um outro que custa 52.000 o metro quadrado. Expresse o custo 
С do material utilizado, em função do raio г da base. 


33. Expresse a área A de um triângulo equilátero em função do lado |. 


34, Um retângulo está inscrito numa circunferência de raio r dado. Expresse а 
área А do retângulo em função de um dos lados do retângulo. 


35. Um cilindro circular reto está inscrito numa esfera de raio r dado. Expresse 
o volume V do cilindro em função da altura h do cilindro. 


36. Um móvel é lançado verticalmente e sabe-se que no instante t sua altura é 
dada por h (t) = 4t = É, 0 < t < 4. (Suponha o tempo medido em segundos е 
a altura em quilômetros) 


a) Esboce o gráfico de h 
b) Qual a altura máxima atingida pelo móvel? Em que instante esta altura 
máxima é atingida? 


37. Ente os retângulos de perímetro 2p dado, qual o de área máxima? 


38. Divida um segmento de 10 cm de comprimento em duas partes, de modo 
que a soma dos quadrados dos comprimentos seja mínima. 


39. Um arame de 10 cm de comprimento deve ser cortado em dois pedaços, 
um dos quais será torcido de modo a formar um quadrado e o outro, a 
formar uma circunferência. De que modo deverá ser cortado para que a 
soma das áreas das regiões limitadas pelas figuras obtidas seja mínima? 


40. Um arame de 36 cm de comprimento deve ser cortado em dois pedaços, 
um dos quais será torcido de modo a formar um quadrado e o outro, à 
formar um triângulo equilátero. De que modo deverá ser cortado para que 


a soma das áreas das regiões limitadas pelas figuras obtidas seja mínima? 


41. Coloque na forma (х a) + (y - b)? 


a) «y - 2 
bj ey -x-y-0 
o+ += 

фезу-у-2 


42. Determine а para que as retas dadas sejam paralelas. 


o)y=axey= 3-1 
Буу=(а+1ух+1еу=х 
9,- 2H 


3 
йуу=-хеу=3ах+4 

е)2х+у=1еу=ах+2 
Р х+ау 3x+2 


ey=2ar+1 


43, Determine a equação da reta que passa pelo ponto dado e que seja pa 
Areta dada, passa pelo pe que seja paralela 
a)y=2+3e(1,3) 
b)2x+3y=1e(0,D 
e)x-y-2eC1,2) 
dx+2y=3e(0,0) 


44, Justifique geometricamente: у = mx + n (m # 0) e y = mx + n, são 
perpendiculares se e somente se mm, = -1. 


45. Determine a equação da reta que passa pelo ponto dado e que seja 
pucr IC нк еі 
а)у=хе(,2) 
b)y=3x+2e(0,0) 
©)у=-3х+1е(-1,1) 

d 2x+3y=1e(1, 1) 
e) 3x = 2y = Oe (0, 0) 
D Sx+y=2e(0, 1) 


22. FUNCÓES TRIGONOMÉTRICAS: SENO E COSENO 


Com os elementos de que dispomos até agora, ficaria muito trabalhoso definir e, 
em seguida, demonstrar as principais propriedades das funçóes seno e cosseno. 
Observamos, entretanto, que apenas cinco propriedades sio suficientes para 
descrever completamente tais funções. O teorema que enunciamos a seguir e cuja 
demonstração será feita após estudarmos as séries de potências resolverá 
completamente o problema referente a tais funções. 


Teorema. Existe um único par de funções definidas em R, indicadas por sen 
е cos, satisfazendo as propriedades: 


(1) seno=0 
(2) cos0=1 
(3) Quaisquer que sejam os reais a e b 

sen (а — b) = sena cos b — sen b cos a 
(4) Quaisquer que sejam os reais a e b 

cos (a — b) = cos a cos b + sen a sen b 
(5) Existe r> O tal que 


PIS 


para ü «x e r. 


Vejamos, agora, outras propriedades que decorrem das cinco mencionadas no 
teorema acima, 


Fazendo em (4) a = b = t, obtemos 
cos 0 = cos t сов! + sen tsen £ 


ou seja, para todo t real, 


© ex + ses 


Deste modo, para todo t, o ponto (cos t, sen 1) pertence à circunferência x? + y? = 


Para efeito de interpretação geométrica, você poderá olhar para o t da mesma 
forma como aprendeu no colégio: t é a medida em radianos do arco Др 
Lembramos que a medida de um arco é 1 rd (rd = radiano) se o comprimento do 
arco for igual ao raio da circunferência (1 rd = 52416). 

А próxima propriedade será demonstrada no Apéndice 2. 


(7) Existe um menor número positivo a tal que cos a = 0. Para este а, sen a = 1. 


O número a acima pode ser usado para definirmos o número л. 


Definição. Definimos o número л por л = 2a, em que a é o número a que se 
refere a propriedade (7). 


Temos, ambien, sen T 


jii É to pear E t) esa 


Seja f uma função definida em R. Dizemos que f é uma função par se, para todo 


Г) = eo. 
Dizemos, por outro lado, que [é uma função impar se, para todo x, 
Т) = 70), 


EXEMPLO 1. Mostre que 


3) sen é uma função ímpar, 


5) cos é uma função par. 


Solução 


3) Fazendo em (3) a=0e 


resulta sen (71) = sen 0 cos t — sen t cos O ou seja 
sen (70) = sent 


» 


ndo em (4) a = 0 e b = t resulta cos (71) = cos t. 


EXEMPLO 2. Mostre que quaisquer que sejam os reais a e b 
cos (a+ b) = cos a cos b sena sen b 
sen (a + Б) = sen a cos b+ sen b cos a. 
Solução 
cos (a + b) = cos [а — (-b)] = cos a cos (=b) + sen a sen (=b) = соз а cos b — sen a 
sen b. sen (a + b) = sen [a - (-b)] = sen a cos (-b) - sen (-b) cos a = sen a cos b + 
senbcosa. m 
EXEMPLO 3. Mostre que, para todo x, 


Cos 2x = cos? x — sen? x e sen 2x = 2 sen x cos x. 


Solução 


= зеп д созд + зеп х созд =2зепхсозх. m 


соз2х = cos (x + X 
sen 2x = sen (x+) 


EXEMPLO 4. Mostre que, para todo x, 


Solução 


logo 
Verifique você jue 
Hb a ы 

senta өз . 

EXEMPLO 5, Calcule. 

ау cos, DECES 

Әсет. d) sen z. 

Solução 


Provaremos mais adiante que cos x > 0 e sen x > 0 em 10, 


dai, cos? Z 
4 


зеп?х, obtemos 


em sen 2x = 2 sen x cos x, resulta 
sena - 0. 


Interprete geometricamente os resultados deste exemplo. w 
Deixamos а seu cargo verificar que, para todo x, 


sen (x+ 2л) = sen x 


cos (x + 2л) = cos x 


As funções sen e cos são periódicas com período 2л. 
Os gráficos das funções sen e cos têm os seguintes aspectos: 


EXEMPLO 6. Esboce o gráfico da função dada por y = sen 1. 


Solução 


Primeiro vamos estudar o comportamento de y para x > 2 


522 604147. 


Assim, para у > 2, sen >. À medida que x aumenta, 1 vai se aproximando 


de zero, o mesmo acontecendo com sen .. Para z < — é só observar que sen L 


impar. 


шісі learn? o х= (K inteiro) 
x x > eru 
X = m 
Erbe de 
send lamer 
s = = 
1 ті 
E 
EE: 
y| о о o 


Exercícios 2. 


I 


rA E а 
3s 7m lir Im 
EE RES 


Lfica oscilando entre 1e —1, 


Esboce o gráfico. 


a fi) = sen [rm 
d) fo) senal 
P foy rena 


» 


Йй ашу=х+жах 
Sejam a e b reais quaisquer. Verifique que 


1 


Ы coach 


sos (a + hy + cos (a = D) 


Әмен Цонево ы) 


23. ASFUNCÓES TANGENTE, COTANGENTE, SECANTE E 
COSSECANTE 
A função ta dada por tg = ŠŠ5 denomina-se fungi tangente; seu dominio é a 
conjun de todos os x ti qu cos x = 0, O gráfico da tangente tem o seguine 


Geometricamente, interpretamos tg x como a medida algébrica do segmento AT, 
no qual Té a interseção da reta OP com o eixo das tangentes е AP o arco de medida 
x rad. 


med А = ral ets 
Os triángulos OMP e 0AT são semelhantes. Assim: 42 — 1 ou АТ _ MP isw é, 

bini MP OM 1 ом 
х= 


As funções sec (secante), cotg (cotangente) e cosec (cossecante) são dadas por 


E 1 
e coser 


O gráfico da secante tem o seguinte aspecto: 


Exercícios 2.3 
1. Determine o domínio e esboce o gráfico. 


a) f(x) = cotg x 


b) 6) = cosec x 
2, Verifique que sec x = 1 + tg? x para todo x tal que cos x # 0. 


3. Mostre que, para todo x, com cos Š #0, tem-se: 


а) sem b) овд 


ыға 


24. OPERAÇÕES COM FUNÇÕES 
Sejam fe д duas funções ais que D n D, seja diferente do vazio. Definimos: 
а) A função [+ g dada por 
6%9(9-Г09 8009 


denomina-se soma de f e 9. O domínio de f + g é D, n D, Observe que f + g é 
uma notação para indicar а função dada por y = (x) + g (9) 


b) A função f- g dada por 
EDDI 
denomina-se produto de Ге g. O dominio de f- g é D. n D, 
о A função 4 dada por 


IE 


—— 0 
8 A função H costat, ada por 
(kf) (х) = kf) 
e rea de rg cria йу г, 


EXEMPLO 1. Sejam fix) = T=Te g (= 


оу + (ü= 7=++ (572.0 dominio de [+g612,71=D,0 D, 
Бус) 2.0 dominio de fg é 2, 7] = D, D, 
ојл] ерл 

Joc 


Sendo f uma função, definimos a imagem de f por Imf = { f (x) | x € D, ), 


Definição (de função composta). Sejam e g duas funções tais que Imf C Dg. A 
função dada por 


у=а@од),хє D, 


denomina-se função composta de g e f. É usual a notação g ° f para indicar a 
composta de g e f 


Assim, 


(9º D 0) = g (00), x € D. 
Observe que g ° ftem o mesmo domínio que f 


EXEMPLO 2. Sejam fe g dadas por f (x) = 2x + 1 e g (x) = ° + 3x, Determine g ° fe 
f° g. 
Solução 


(9º D 69 = g (£69) = I GOF + 3 1602] 
(геа) б) = f (g (0) = [Оё + 3 


EXEMPLO 3. Sejam (х) 


(2х +1} *3Qx*1,x€R 
бе ај LEDER, ш 


= ху = yx Determine g ° fe [° g. 


Imf=R, e D, = R., assim Imf C D, (Notaci 


-(x€ R|x20)) 


(u= fem ү shx ER =D 
Img = R. e D = R, logo Img C D, 
(0 = fie) fiim GP =r ER = D, . 


Definição (de igualdade de funções). Sejam as funções f: A= R e g :A' 1 R. 
Dizemos que f é igual a g, е escrevemos f = g, se os domínios de f е g forem 
iguais, А = A, e se, para todo x € A, f(3) = g 09) 


EXEMPLO 4. Sejam f: A > R e д: Ar R duas funções. Prove que f + g =g + f. 


Solução 


Por outro lado, para todo x em A, 
(аду 00) = ГО) а (0) = 69 + [00 = (9 + DG). 
Assim, 


fe +f. 


Observe que f (x) + g (4) = g (x) + f (x), pois f (x) е g (9) são números reais e, em R, 
vale a propriedade comutativa. m 


EXEMPLO 5. As funções Г е g dadas por ууу x jx Те (a) = 
iguais? 


Solução 


1. Dë os domínios e esboce os gráficos de / + ке $ 


a ткенде у -1 Бөкен 


O fW le g= Т df 


2. Verifique que Imf С D, e determine a composta h (x) = g (f 00). 


n 
b) tae is efto her 
и | 
mE 
p 
m ' 
pe 
nm 
vn ж 
DE e fe) n 


3, Determine o “maior” conjunto A tal que Imf C D; em seguida, construa а 
composta h (x) = g (f (9). 


ER LAR 


b) etm LEAR O 


тела ft) 


d ato epa Rf) 


a) a) ГҮ 


Oso >o ав 


CEEE De 
TH 


3 


LIMITE E CONTINUIDADE 


3.1. INTRODUÇÃO 


Neste capítulo, vamos introduzir dois dos conceitos delicados do cálculo: os 
conceitos de continuidade e de limite. 

Intuitivamente, uma função contínua em um ponto p de seu domínio é uma função 
cujo gráfico não apresenta "salto" em p. 


O gráfico de f não apresenta "salto" em p: f é contínua em p. Observe que à 
medida que x se aproxima de p, quer pela direita ou pela esquerda, os valores f (x) 
se aproximam de f (p); e quanto mais próximo x estiver de p, mais próximo estará f 
(x) de f (p). O mesmo não acontece com a função g em р: em p o gráfico de g 
apresenta “salto”, g não é contínua em p. 

Na próxima seção, tornaremos rigoroso о conceito de continuidade aqui 
introduzido de forma intuitiva. 


EXEMPLO 1. Consideremos as funções fe g dadas por 


flsex<1 


Ро = хе os: 


Vemos, intuitivamente, que f é contínua em todo p de seu domínio. Por sua vez, g 
пао é contínua em p = 1, mas é continua em todo p= 1. w 
Intuitivamente, dizer que o limite de f (x), quando x tende a p, é igual a L que, 
simbolicamente, se escreve 
lim f(-L 


ip 


significa que quando x tende a p, f (x) tende a L. 


Quando tende ap, Ft) Quando x tende ap, fts) tende 
емеау р lim fo) fin ak dim уа) 


EXEMPLO 2. Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule lim, (v +1) 


Solução 


lim cen 
ET . 
EXEMPLO 3, Utilizando a ideia Intaltiva de limit, calcule in 27 
Dam 
X* 1; f não está definida em x = 1. 
п 0+0=2 


Intuitivamente, é razoável esperar que se f estiver definida em р e for continua 
em p, então, lim fi) = fU. e reciprocamente. Veremos que isto realmente 


acontece, isto é, se f estiver definida em p 


continu em pes lim f0) = fip) 


Le se f nào for continua em p, então L será 


aquele valor que f deveria ter em p para ser contínua neste ponto. 


Veremos, ainda, que se Jin, /09- 


[nào está definida em p. 
lim f()-L 


Léo valor que f deveria ter em p para ser contínua em p. 


üm Ө) =L [ема definida em p, mas L # f (p) 


Léo valor que f deveria ter em p, para ser contínua em p. 


Com toda certeza 


im LtD- Г» 
D» D 


ë o limite mais importante que ocorre na matemática, e seu valor, quando existe, 
indicado por f(p) (leia: f linha de p) e é denominado derivada de fem p: 


^ (рът р) 
(yo Jim LPN- rU, 
ды D 
Este limite aparece de forma natural quando se procura definir reta tangente ao 
gráfico de f no ponto (p, f (p)). O quociente / (P + 10 — f(P) chamado às vezes de 


razüo incremental, nada mais é do que o coeficiente angular da reta s que passa 
pelos pontos М = (p, f (p) е N = (p + h, (p + h)) do gráfico de y = f(x) 


p E 
ШЕЛІ 
ло|--- E d. 
Ku ені 
CTE 


Observe que a equação da reta s é 
УГО) т-р) 

+m- 
em que m, = — 


ando cada vez mais de M, e a reta s vai tendendo para a posição da reta T de 


Quando h tende a zero, o ponto N vai se 


aproxi 
equação 


y fp) = fi) (x = p. 


Areta Té denominada reta tangente ao gráfico de f, no ponto (p, f (p). 
NOTA HISTÓRICA, Por volta de 1630, Pierre de Fermat (1601-1665) estabeleceu 
dois métodos: um para se determinar o coeficiente angular da reta tangente em um 
ponto qualquer do gráfico de uma função polinomial е o outro para se determinar 
os candidatos a pontos de máximo ou de mínimo (locais) de uma tal função. Pois 
bem, a ideia que acabamos de utilizar para definir reta tangente é essencialmente a 
mesma utilizada por Fermat. Por outro lado, para Fermat os candidatos a pontos йе 
máximo ou de mínimo (locais) nada mais eram do que as raízes da equação f(x) = 
0. (Veja História da Matemática, р. 255, de Carl Benjamin Boyer, editoras Edgard 
Blücher Lida. e Universidade de São Paulo.) 


EXEMPLO 4. Seja f (4) = x°. Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule P(1). 


Solução 
O que queremos aqui é calcular (p), com p = 1. 


ЕЕ 
fijo dm 2010-70 


Temos 


Jte fü) (e ny 
D D 


+h (h40) 


Segue que. 


F'O lin @+к 


EXEMPLO 5. Seja f (x) = x^ Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule f(x), 


Solução 
Temos 

JG fe) | Geh disk m 

D D 
Segue que. 
Ју = lim Qe h 
[SO 

Ou seja, a derivada, em x, de f(x) = ё@[(х) =2х. ш 


Como veremos, um outro modo de expressar (p) é através do limite 


P= tim LOS, 
Me acp 


(Observe: fazendo x — p = h recaímos no limite anterior.) 


EXEMPLO 6. Seja f (x) = x° Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule f (2) 


solução 
rO- im (018 
Temos 


10-10) 


(Lembre-se: a - b = (а — b) (0 + ab b?) 


Assim 


A derivado é um limite. Então, para podermos estudar suas propriedades, 
precisamos antes estudar as propriedades do limite. É o que faremos a segui. 

Antes de passar à próxima seção, queremos destacar as funções de uma variável 
real que vão interessar ао curso; tais funções são aquelas que têm por domínio um 
intervalo ou uma reunião de intervalos. Portanto, de agora em diante, sempre que 
nos referirmos a uma função de uma variável real е nada mencionarmos sobre seu 
domínio, ficará implícito que o mesmo ou 6 um intervalo ou umo reunido de 
intervalos 


Exercícios 3.1 


1. Esboce o gráfico da função dada e, utilizando a ideia intuitiva de função 
contínua, determine os pontos em que a função deverá ser contínua, 


зеш<! 


D [= +2 


2. Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule. 


a) lim (2) ТҰРЫН 
E n 


©) lim Qr di li ое 
x ) lim = 
EN Peas 
8) lim Yr h dim ух +) 


Esboce o gráfico de fr) Utilizando a ideia intuitiva de limite, 


calcule іш 37 


b) lim 
xm 


d) lim 


fy lim sen x 


32. DEFINIÇÃO DE FUNÇÃO CONTÍNUA 


Sejam f'e g funções de gráficos 


Observe que Ге g se comportam de modo diferente em p; o gráfico de f não 
apresenta “salto” em p, ao passo que o de g, sim. Queremos destacar uma 
propriedade que nos permita distinguir tals comportamentos. 

Veja as situações apresentadas a seguir. 


A função f satisfaz em p a propriedade 


para todo e > 0 dado, existe 6 > 0 (8 dependendo de е), ші que f (x) permanece 
entre f (p) - се f (p) + € quando x percorre o intervalo |p — 5, p + dl, com x no 
dominio de f. 


ou de forma equivalente 


Ф| para todo e > 0 dado, existe 
ев, 


> 0 (8 dependendo de e). tal que, para todo x 


р-8<х<р%%-/р-е</</ө)% с. 


Entretanto, a função g não satisfaz em p tal propriedade: 


para o e> 0 acima, não existe 6 > 0 que torne verdadeira a afirmação 
"re D,p-ócx«psómg(p-ecgo)«g()- €" 


Qualquer que seja o ó O que se tome, quando x percorre o intervalo |р - á p + 
8,2 (9 não permanece entre g (p) = ee g (p) + €. 

A propriedade © distingue os comportamentos de Ге de g em p. Adotaremos a 
propriedade © como definição de função contínua em p. 


Definição. Sejam f uma função e p um ponto de seu domínio, Definimos: 


Para todo e > O dado, existe > 0 (8 dependendo de e), tal 
que, para todo x € 


f continua em p = 
р-%<х<р% 


din-ec nos fune 


Observação. Sabemos que 


|х-рјебер-бехер»б 


ІҒ9-Гә)1<ее((р)-е</Г0)<Г(р)<. 


A definição anterior pode, então, ser reescrita, em notação de módulo, na 
seguinte forma: 


[Para todo € > O dado, existe 8 > 0 tal que, para todo z em Dy. 


Jesi een Ix pl c8 1700 fil «e 


Dizemos que f é contínua em A C D, se f for contínua em todo p € A. Dizemos, 
simplesmente, que f é uma função contínua se f for contínua em todo р de seu 
dominio. 


EXEMPLO 1. Prove que f(x) = 2x + 1 é contínua em p. 


Solução 


Precisamos provar que, para cada € > 0 dado, conseguiremos um 6 > 0 (6 
dependendo apenas de е), tal que 


1-8<х<1+8= ГО) е) < + 


O e> 0 é dado, queremos achar 6 > 0, Devemos determinar 6 > 0 de modo que f 
(0) permaneça entre f (1) - се f (1) + € para x entre 1 — ó 1 + 6. Vamos então 
resolver а inequação 


f0)-e«f() «() е 
Temos 

Гауе) <[ау+є=3-є<2х+1<3+еє. 
Somando —1 aos membros das desigualdades e dividindo por 2, resulta 


ео) eee i- eri 


Então, dado €> 0 e tomando-se à = 
resulta 


(qualquer 6> 0 com ë < £ também serve) 


1-8«x«1*62 ГО) е) «f() +E 


Logo, fé continua em p = 1. 
O exemplo acima pode também ser resolvido em notação de módulo. Neste 
caso, precisamos provar que dado e > 0, existe á > 0 tal que 
Іх-1|<6-|/09-/(071<е. 


Temos 


Шо) 7 fieeeizeel-3i«eeix-2i&eeir- Пі 


Assim, dado €> 0 e tomando-se 


Ix-1|<6=|f00-f(D1< e. 


Logo, fé continuaemp=1. ж 
EXEMPLO 2. А função constante f (x) = ké contínua em todo p real. 
Solução 


IFW = Г) 


um б> 0 qualquer 


k= k | = 0 para todo х e todo p; assim, dado € > 0 e tomando-se 


|х-р|<б= |0) -ГФ)1= 18-1 € 


Logo, f é continua em p, qualquer que seja p. Сото f é contínua em todo p de seu 
dominio, resulta que f (x) = k é uma função contínua. т 


EXEMPLO 3. А função afim f () = ax + (а e b constantes) é contínua, 
Solução 
Sea=0, fé constante logo continua 
Suponhamos, então, a z 0. Temos: 
ПГ) = (p) |- Lax ар 61 =1а 11-р 
Assim, para todo e > 0 dado 


йөр! се e= pie f 


Tomando-se, então, 8 =i 


Ix-pisómift)-f(pi«e 


logo, f é contínua em p. Como p foi tomado de modo arbitrário, resulta que f é 
continua em todo p real, isto é, fé contínua. т 

Os dois próximos exemplos poderão facilitar as coisas em muitas ocasiões. 
Antes, porém, observamos que se p € Ja, М, a e b reais, então existe б > 0, tal que Ip 
= 8, p + 81 С la, bl; basta, por exemplo, tomarmos ó = тїп [b - p, p - a), 


Veja 


Em qualquer caso, б = mín (b — p, p — a] resolve o problema. 


EXEMPLO 4. Prove que, se para todo € > O dado existir um intervalo aberto | = Ja, 
Ы, com p € I, tal que para todo x € D, 


SS 
então [será contínua em p. 
Solução 
Pela hipótese, para todo e > O dado existe um intervalo aberto 1 = Ja, Ы, com p € 
tal que 


Ф 1€ la, bl 
Tomando-se 6 = mín (b р, p - a), Ip - & p + 8 C Ja, bl. Assim, 


-/0)-е</00</0)%. 


x€ ]p-6.p+ 8 = x € Ja, bl 


Segue de 


x€lp-&psdlofip-ecf()«fQ)*e 
Logo, fé continua emp. ж 


EXEMPLO 5. Seja r > 0 um real dado. Suponha que, para todo € < r, e > 0, existe 
um intervalo aberto J, com p € |, tal que para todo x € D, 


Хеге) єго) <f) є 


Prove que fé contínua em p. 
Solução 


Precisamos provar (tendo em vista o exemplo anterior) que, para todo е > 0, 
existe um intervalo aberto J, com p € I, tal que para todo x em D, 


хета рр) Го) <) є 


Pela hipótese, se e < r, existe al intervalo. 
Suponhamos, então, e > г. Seja 0 < e, < r. 
Pela hipótese, para o є, dado, existe I tal que 


x€I=>f0)-e <f РФ) + e, 
Para este mesmo | teremos, também, 
хєї= [)-є<[од<[фр)+є 


pois, [(р)— €< f (P) - e, ef (p) + €, < f (p) + € (Interprete graficamente) 
Assim: 


para f ser contínua em p, basta que, para cada e < r, e > 0 (em que г > 0 é fixado 
a priori), exista um intervalo aberto 1, com p € I, tal que, para todo x em D, 


хета) Го) <Р) + 


EXEMPLO 6. Mostre que f (x) = é contínua em 1. 


Solução 


Precisamos mostrar que dado є > 0, existe um intervalo aberto 1, contendo 1, tal 
que 


хее р) е0) 70) +6 


Vamos resolver а inequação /(1)- €< f (x) < f (1) + € 


Temos 
fi)-e«fi) «fü + е1 е1 Pess е 
Tomando-se [= 1- e, е, 11, 


хеі-Г0)-е<Г0</0)<« 
Logo, f (x) = x' é contínua em 1. 
Observação. Tomando-se 8 = mía [Vi+e —11—}1—є] 


1-6<х<1%6-((0)-«<|0<Г0)ее = 


EXEMPLO 7. Prove que f (x) = s é contínua. 
Solução 
Precisamos provar que fé contínua em todo p real (D, = R). 


Primeiro vamos provar que f é contínua em 0. Convém, aqui, usar a definição 
em notação de módulo. Vamos provar, então, que dado e > 0 existe 8 > 0 tal que 


|х-0|<в=|е-Ф|<‹. 
Para se ter | | < e, basta que se tenha | x | < e. Tomando-se 8 = € 
|Iw-01<6=|e-0|<e 


Logo, f(x) = é contínua em 0. 
Vamos provar, agora, а continuidade de f em todo p # 0. Temos 


уо) [усер с epe 


Para e< p°, e» 0, 


— < 


еее << р! +e. 


Ме, [ph + el.assim 


Se p>0, tomamos / 


xEl=p-ese<pre 


Sep<0,tomamos [= |-p? +е,— [pi -e | assim 


x€lep-ec epe 


Logo, f(x) 


contínua em todo p real. (Interprete graficamente) т 


sral 
күзі 


EXEMPLO. f(x) 


é continua em p = 1? Justifique. 
Solução 
Intuitivamente, vemos que f não é contínua em p = 1, pois o gráfico apresenta 


“salto” neste ponto. Para provar que f não é contínua em p = 1, precisamos achar um 
€> 0 para o qual não exista > 0 que torne verdadeira a afirmação 


wwe D,1-6<x<1+6=f0)-e<sf00<r0) e. 
1 


Como f(x) = 1 para x < Le (1) = 2, tomando-se e= 1 (ou 0 < e < 1), para todo 6 


>0, 


1-6<х<1- 0) 


e 1 mio esi еше /йу— 1 еу) + L Logo, não exse 8 > O que toma 


verdadeira a afirmação 


“Ухер1-ӛ<:<1%8-/0)- 


год еј) + 


Portanto, a função dada não é contínua em p = 1. Observe que f é continua em 
шіре т 

O próximo exemplo destaca uma propriedade importante (conservação do sinal) 
das funções contínuas. Tal propriedade conta-nos que se f for contínua em р e f (p) 


* 0, então existirá um 5> 0 tal que f (x) conservará o sinal de f (p) para p - 5< x <p 
+8x€D, 


fcomínu em p e f (p) > 0. “contínua em p ef (p) < 0. 
existe 8 > O tal que existe 8 > Oll que 
р-ӛ<к<р%8-/м>0 9-8<х<р%%-/ш<0 


EXEMPLO 9. Seja f contínua em p е f (p) > 0. Prove que existe 6 0 tal que, Vx € 


5, 


р-8<х<р+6=[(х)>0. 


Solução 
Como, por hipótese, fé continua em p, dado e > 0, existirá 5> 0 tal que Vx € D, 
® р-8<х<р+8 елф) exi «fu e 


Como para todo e > 0 existe 5 > 0 tal que © ocorre, tomando-se, em particular, € 
= f (p) (por hipótese f (p) > 0), existirá um 6 > O tal que, Vx € D, 


р-8<х<р+б= [(р) – Гр) < [(х) < [(р) + ftp) 
e, portanto, 
p-ô<x<pró=[()>0, 


De modo análogo, prova-se que зе f for continua em p e f (p) < 0, então (neste 
caso basta tomar e = -[(р)) existirá 6 > O tal que 


р-8<х<р+б=[(у<0. = 


Exercícios 3. 


1. Prove, pela definição, que a função dada é contínua no ponto dado. 


оу ГО) -àx-3emp-2 
DN) =х+1етр=2 

о) ГО) =-Зкетр 

df) = етр=2 
ӘГЮд-хепр--1 
D r= x евра 
гое vE enp-t 
h) foy Vs emp t 
1 


2. Prove que (т) = é continua em todo p 0. 


3. Seja n > 0 um natural. Prove que f (x) = w" é contínua. 


4. Prove que дуу = ју é contínua. 


[151 é contínua em 12 Justifique. 
a= |Ë STS é cone sest 


10. 


11 


12. 


Dê exemplo de uma função definida em R e que seja contínua em todos os 
pontos, exceto em -1, 0, 1. 


Dê exemplo de uma função definida em R e que seja contínua em todos os 
pontos exceto nos inteiros. 


1 erea 


Sea data por fio =[ 1 2559 


real. 


Mostre que f é descontinua em todo p 


Determine o conjunto dos pontos em que a função dada é contínua. 
а) fix) = [xlem que [х1 = más [n EZ 11 < т} (Função maior inteiro.) 


эүш=х-11 


one [1 55 


әлегі 


Dê exemplo de uma função definida em R e que seja contínua apenas em 
E 


= жаб ней 
| # гей 


Dš o valor (caso exista) que a função dada deveria ter no ponto dado para 
ser contínua neste ponto. Justifique. 


ЕТІ 


LES 


ofw- emp=0 


жез 
emp=3 
wa=3 


rm) ешр-1 


13. Sabe-se que fé contínua em 2 e que f (2) = 8. Mostre que existe 8 > 0 tal que 
para todo x € D, 


2-5<x<2+5=f(9)>7. 


14. Sabe-se que f é contínua em 1 e que f (1) = 2. Prove que existe г > 0 tal que 
para todo x € D, 


3 5 
17r xe rS ie ine 
15. Seja fuma função definida em R e suponha que existe M > 0 tal que | f (x) - 
Í (p) |> M [x — p para todo x. Prove que f é contínua em p. 


16. Suponha que | f (v) = f (1) | < (x — 1) para todo x. Prove que f é contínua em 
L 


17. Suponha que | f (x) | = ° para todo x. Prove que fé continua em O. 


r «req, 


18. é contínua em 
a еее é Con k 


19. Sejam Ге g definidas em R e suponha que existe M > O tal que | f (x) - f (p) | 
< M | g (x) - g(p) | para todo x. Prove que se g for contínua em p, então f 
também será contínua em p. 


20. Suponha f definida e continua em R e que f (x) = 0 para todo x racional. 


Prove que f(x) = 0 para todo x real. 


21. Sejam f e g contínuas em R e tais que f (x) = g (x) para todo x racional, 
Prove que f(x) = g (x) para todo x real. 


22. Suponha que fe g são contínuas em R e que exista a > 0, a 2 1, tal que para 
todo r racional, f (r) = d е g (r) = a”. Prove que f (x) = g (x) em R. 


23. Seja fa) = r+ L Prove. 


A (1+1) ie- раб 


TOO - fü) € 31a — 11 pura 1> 


c) fé continua em p= 1 
24. Seja f (A) 7x + x. Prove que 
a) If) – 02) | <20 | = 2 [рага 0 =х=3 


b) fé continua em 2 


25. prove que fix) = + — é contínua em 1. 


26. Prove que f(x) = x + Lé continua em todo p > 0. 


27. Sejam f(a) = ep #0. 


a) Verifique que | x°- p* | 7 |х -p| рага |х | <2 | 2] 
b) Conclua de (а) que f é contínua em p 


33. DEFINICÁO DE LIMITE 


Sejam f uma função e p um ponto do dominio de f ou extremidade de um dos 
intervalos que compõem o domínio de f (veja o final da Seção 3.1). Consideremos 
as situações a seguir: 


pós 


Na situação (a), f nào está definida em p, mas existe L que satisfaz a propriedade: 


para todo e > 0 dado, existe 


> Otal que, para todo z € Dj, 


р-8<х<р+&х#р = Ь-є<{ш)<1+є 


Na situação (b), f est definida em р, mas não é continua em p, entretanto existe L 
satisfazendo 6; observe que neste caso а restrição x p € essencia. Ма situação (с), 
[ é continua em p, assim L = f (p) satisfaz. Finalmente, na situação (d), nào existe 
L satisfazendo O em p. 

A propriedade O é equivalente a 


para todo e > 0 dado, existe 6 > 0 tal que, para todo x € D, 


0<Ік-р|<4-|/09-1|<е 


Observe que 0 « |x- p] «8e p-ócx«p*&xzp. 


Vamos provar a seguir que existe no máximo um número L satisfazendo а 
propriedade acima. De fato, suponhamos que 1, е L, satisfaçam, em p, à 
propriedade acima; então, para todo e > O dado, existem ó, > 0 e 6, > O tais que 


охра 170) 16 


0<1х-рі 6,5170) 0,156 
tomando-se ó = mín (6,,6,) 
0<іл-р|<8-1/09-Ц1<ег/09-1,1<6 


Das hipóteses sobre p e sobre o domínio de f, segue que existe x, € D com O < | 


L,- fex) + о) - 1,12] 1, - fe) 1 + Ро Ll 


Assim, para todo €> 0, 


11, -1,| <2е 
Logo, L, = L, 

De acordo com a definição que daremos a seguir, o único número L (caso 
exista) satisfazendo O é o limite de f (x), para x tendendo a р: JM 79) = L 


Definição. Sejam f uma função e p um ponto do domínio de f ou extremidade 
de um dos intervalos que compõem о domínio de f. Dizemos que f tem limite L, 
em p, se, para todo €> 0 dado, existir um ó > O tal que, para todo x € D, 
0<ік-рі<4-|/09-1|<е 
Tal número L, que quando existe é único, será indicado por т /(*) 
Assim 


We» 380 ш que. para ев x= Dy 
im ђе] m 
Er D 


foso tem lite 


LN as 


Observações, 


1. Suponhamos f definida em p. Comparando as definições de limite e continuidade, 
resulta 


fcontíama emp es lim f(r)= Ир) 
o 


2. O limite de f em p nào depende do valor (caso f esteja definida em p) que f 
assume em p, mas sim dos valores que f assume nos pontos próximos de р. Quando 
estivermos interessados no limite de f em p, basta olharmos para os valores que f 
assume num “pequeno” intervalo aberto contendo p; o сопсейо de limite 6 um 
conceito local. 


3. Sejam fe g duas funções. Se existir г > 0 ші que [(9) = 9 (9) parap -r <x < p + r, 
xp, ese Jim 20) existir, então im fo também existirá е 


lim f(x) lim g(x) (Por quê?) 


xp дер 


EXEMPLO 1. Calcule Ñi ! (k constante) 
Solução 

O que queremos aqui é lim по qual fa função constante f (x) =. Como f 
é contínua em todo p real 


іш £= lim jte fp 


LIE 


isto é, 


tim 
жәр 


(O limite de uma constante é a própria constante) т 


EXEMPLO 2. Calcule lim, (3х— 2) 


Solução 
F(x) =3x—2 é uma função afim, logo, contínua em todo p real, em particular em 
p=2;assim 
4 
EXEMPLO 3. Calcule 1 
Solução 
x+1 para x # 1; д () = x + 1 é continua em 1, logo 


(t 


segue da observação 3, que 


IY 


(ёо valor que (x) = Ë — Í deveria ter em 1 para ser contínua neste pono) w 


OP 
za 


B лі 


Solução 


Parax £l; fix) 


lim f(x) 


lim (c 225 fi) 


(Observe que f (1 
m 


3) Pelo fato de Jim /( # fQ) segue que f não é contínua em 


EXEMPLO 5. As funções dadas por f (x) = е оз) е0 (n > 1 natural) são 
continuas. (Verifique) Assim 


lim x" = p", para todo p real, 


xn 


Из 45 = (P. para todo p no domínio de g(x) = 


Provaremos, na Seção 36, que se Un, 7) = e lim 860= Га engo 


im fi) lim e). 
So Sp 


a) lim [fit (= + 
кэр 


(O limite de uma soma é igual à soma dos limites das parcelas.) 


b) lim КО) KL =k lim f (OU constante). 


p Sp 


еу lim F(0g(0=41-Lo= lim f) lim (л) 


(O limite de um produto é igual ao produto dos límites dos fatores.) 


ау lim LOL desde que 1 
ШҮ 


Por enquanto, vamos admitir tais propriedades e usá-las. 


EXEMPLO 6. Calcule lim, (51) — 8) 


Solução 
5 lim + lim 
sP-s=m 

Assim, 
lim (53 — 8) = 32. 

EXEMPLO 7. Calcule үш 25 

Solução E 


Como lim (s = 3) = 0.a propriedade (d) não se aplica, 


3 
AD G9 


ризх #3 


segue-se que 


tim — 
кзз үк +з 


Deixamos а seu cargo verificar, por indução finita, que se lim ЙН) D, 
lim fix) Do... lim f(x) 


então 


im (f, 6) fo f, G0] + 
4% 
NORO) aO = Lala Ln 
para todo natural n 22. 
al 
EXEMPLO 8. Calcule tim 72551. 
a 
Solução 
Como lim |Ó 204 le 0e lim (У +3 + Le 60, pela propriedade 
[7 
° 
татті O, 
етта ` 


EXEMPLO. Calcule tim SAIO 
CY Aera 


Solução 


іші 62 + 4r + 3) = Олово a propriedade (d) não se aplica. Como -1 é raiz de 
зе Š Te dex + ах + 3, estes polinômios são divisíveis por x + 1 


NAS (+) (Ear errar 


Assim 


(otsene: 


-2<1<0,14 —1:pelnobservagioS.. lim 


тез 
EXEMPLO 10. Calcule іш 15-12. 


Solução 


Assim 


Segue 


o exemplo mostra-nos que soma, produto e quociente de funções 
contínuas são contínuas. 


EXEMPLO 11. Sejam f, g continuas em p e k uma constante, Então f + g, k fe f+ g 
são continuas em p; / também será continua em p, desde que g (p) * 0. 
Solução 

Como fe g são continuas em p, Jim f(x) /\р)е lim (л) = & (D) Segue das 


propriedades (a), (b) e (c) dos limites que 


lim /095001- lim /0)% lim (л) -/(р) + (р). 
A => кәр 
lim 70) = lim fi) e КУ) 


im f()g( lim fi) lim еі = fip) 0 
али ЕА 


logo, f+ g, К f'e f- g são contínuas em p. 
Sendo g (p) = 0 


ш LD Лю 
Spa) dp) 
logo L é também contínua emp. w 
х 


Deixamos а seu cargo verificar que se р, fa 
contínuas em p, então f, + f, +... + Í, e f, ` f, ` f, 


++ Ñ, (n > 2 паша) forem 
também o serão, 


EXEMPLO 12. Toda função polinomial é continua 
Solução 
Sendo f uma função polinomial, existem n € N e números reais а, ара, ші 
que 
fG) тад ваде trata atos 
assim fé soma de funções contínuas, logo fé continua, ж 
EXEMPLO 13. f dada por fix) = 31º = Li? + (2e (3 € continua, pols se wata 


de uma função polinomial. (Lembre-se: dizer que fé uma função contínua equivale a 
dizer que f é contínua em todos os pontos de seu domínio.) m 


EXEMPLO 14. Toda função racional é contínua. 


Solução 


Sendo f uma função racional, f = 8, em que g e h são funções polinomials. 


Assim, f é contínua em todo p que não anula o denominador, isto 6, [é contínua. ж. 


EXEMPLO 15. у) - 33 + éX + Le continua em todo ру 


Solução 


fé uma função racional, assim f é continua em todo p de seu domi 
contínua em todo р # 5.3. е 


io, isto é, fé 


EXEMPLO 16. Prove que 
lim у) = 0 lim а = 0. 


кт аз» 


Solução 
псо1Уе>0.38>0 ulque Yx € Dy 
Jm, Од =0 ве (pote у bm ТЫН 
| Ve>0,38>0 tal que Vr ру 
\о<1х—р1<в-э пијан - tice 
es lim Linie 0. 
E . 


EXEMPLO 17. Prove que 


lim f()- Le» lim fp+I)=L 
Ја) im ЛР 


E 
Solução 
Suponhamos lim, Ја) = Eassim dado e> 0 existe 5» 0 al que 
OsIx=pl<b=|f0)=1<e 
ах 
о1о 1+ рі <= 15-е 
ou seja, 
0<|h|<5=|f(p+h)-L|<e 
Assim 


lim fip 19-і. 
+50 


Verifique você a recíproca. ш 


EXEMPLO 18. (Conservação do sinal.) Suponha que 
existe 5» 0 tal que, V x € D, 


lim f(x) = L prove que 
15» Pre 


р-8<х<р+&х=р=[о)>0. 
Solução 
Sendo fim, f(x) = L para todo e> O dado exite > O al que, Vx € D, 
р-8<х<р+&хер=һ-є<[й<Ь+к, 
Para e= L exite 5> Otal que, Vx € D, 
р-б<х<реӛхере1-1<Ң9<121, 


р-8<х<р+б,х#р=[(х)>0. 


Exercícios 


1. Calcule e justifique. 


a) lim a dy im Өкі) 


СЕД Ух 9) dim Nr 
m mE 
D m m) hm = 


он 


P im С a lim. 
4% 

5) lim 

aa tim 


ма = 


Determine L para que a função dada seja contínua no ponto dado. Justifique. 


іше sendo [dada por 


A. Calcule lim 


Diwa 
5, Calcule. 


a) dum 


dim 


ji tim 


m) lim 


o) lim 


EX oim LOA 
= P 


mezt 


code fix) = 2-3% 


6. Prove que existe 6 > O tal que 


1-8<1<1+5 52 


7. Prove que existe 6 > 0 tal que 


8. Sejam f e g definidas em R com g (x) ғ O para todo x. Suponha que 
ш 


ға 
ко) 


Prove que existe á > 0 tal que 


0<іх-р|<8-|/091<14091. 


іш fe) 


8. Suponha que UM, fis) L Prove que existem r > 0, a e f tais que, para 


todox € D, 
0<|х-р|<ғеа<(09<9. 


Interprete graficamente 


m Ла = L proye que existem r > 0 е M > 0 tais que, раға 


10. Suponha que fi 


todo x € D, 
0<jx-p|<r=|f6) |M. 


11. Prove: im fi) e Les lim |/9-Ц-а 


2. Prove: іт firi =L e» fim 1/-11-0 
13. prove: im дз tim LN 
rri EI 


14. Suponha que existe r > O tal que f (x) 2 O para 0 < | x — p | < r e que 
qm JG L prove que L > 0. 


(Sugestão: Suponha L < 0 e use a conservação do sinal) 


15. Suponha f contínua em R e f (x) > 0 para todo x racional. Prove que f(x) > 
0 para todo x. 


34. LIMITES LATERAIS 


Sejam fuma função, р um número real е suponhamos que existe b tal que ]р, БІ 
C D, Definimos: 


[Y e> 0,38> 0 tal que 


im SDL | repr = Џб)- Lice 


өзе 


O número L, quando existe, denomina-se limite lateral à direita de f, em p. 


1 


Quando x tende a p, pela direita, f (x) tende a É: fin, f(r) = L 
Suponhamos, agora, que exista um real a tal que Ja, pl C D, Definimos 
21-5 [620357 0t que 
E Ле s eic p> Џи) Ше 


O número L, quando existe, denomina-se limite lateral à esquerda de f, em p. 


Quando x tende a p, pela esquerda, f (x) tende a L: lim f0) = L 


É uma consequência imediata das definições de limite e de limites laterais que se 


dim, 86) = Lese, para algum r> 0, Ро) = g (x) em Jp, p+ rl, ento 


Ji 80) L. Se ocorrer f (x) = g (x) em |р —r, pl, então 
i аб) =L 


rae 


EXEMPLO L. Calcule lim fo)e lim. f) sendo Л) E s 
Solução 
tim 70) = lim 2 
AS д . 
EXEMPLO 2. Calcule tim “е 
Ба 


Teorema. Sejam f uma função, p um número real е suponhamos que existam 
a e b tais que Ja, pl e ]p, b[ estejam contidos em D, Então, 


f admite limites laterais à direita e à esquerda em p 
Les је іш 09 lim Л) L 


E B 


lim fx 
zz 


Demonstração. Deixamos para o leitor. ж. 
Observações. 


L se Jim Й) е lim fO existirem e forem diferentes, então liM 400) não 
ex 


2. Se existirem a e b tais que Ja, pl e 1р, М estejam contidos em D, e se, em p, um 
dos limites laterais não existir, então 


„Садо exit, 


3. Se existem resis r > 0 e b tas que Jp, М C Dye Ip = r PL n Dye sentio 
Jim $00 = (im, А desde que o limite lateral à direita exista. Зе ocorrer Jb 


PUE Dye lp, p * rl n D 6, emáo lim fix 
lateral à esquerda exista. 


(іш, desde que o limite 


EXEMPLO 3. tim |l existe? Por qué? 


a 
Solução 
ва 15! tim 1=1e tim Zle tim -12-1 
D ES SEXES 


ізі ШЕН 
Como tim 7! tim ,segue que tim || во existe, m 
ea ar 150 x 


Exercícios 3.4 


1. Calcule, caso exista. Se não existir, justifique. 
ш-н 


ава 
hs 
а ја) T 
ote LO aque ды ратно 
әл m 
feo f) iin ase 
LO mejo fit Ez] 
Pat 
n х-1 
1006 d ael 
xci Ce СЕРЕН 
LES E 
PED —— 
m im, ELLE em que g š funcio do item G) 


2. Aafirmação 


У im fo) im f — f comma em p" 6 falsa ou verdadeira? 


Justifique, 


lim fi) 


Dada а função fa ‚ verifique que im /09- tm 


E 
Pergunta-se: fé contínua em 1? Por quê? 


4. Dé exemplo de uma função definida em R, que não seja contínua em 2, mas 
que lim Л) lim fio. 

5. Suponha que exista г > 0 tal que f (x) = 0 para p < x < p + r. Prove que 
im 1002 desde que o limite exista. 

8. Sejam uma função definida num intervalo вена Гер € I Suponha que f 
(3) < f (P) para todo x € 1, Prove que іш 0 =0 desde que o 


limite exista. 


(Sugestão: estude os sinais de іш / 9 Р) е бе tim LOAP 


ЕП = ут» 


LIMITE DE FUNÇÃO COMPOSTA 


Sejam f e g duas funções tais que Imf C D, em que Imf é a imagem de f, ou 
seja, Imf= ( f (0) | x € Dj. Nosso objetivo é estudar o limite 


im ух) 


sp 


Supondo que lim, f(x) = ае razoável esperar que 


Ф lim e (700) = lim гі) 


desde que lim, g(t) exista (observe: u = f (x); u = a para x r> p). Veremos que ® se 
verifica se g for contínua em a ou se g não estiver definida em a. Veremos, ainda, 
que se g estiver definida em a, mas não for continua em a ( lim, 80) # g (0) 0 se 
verificará desde que ocorra f (x) a para x próximo de p. Os casos que interessarão 
го curso são aqueles em que g ou é continua em a ou nào está definida em a, O 
quadro que apresentamos a seguir mostra como iremos trabalhar com o limite de 
função composta no cálculo de limites 


lim Ғай-? 


Suponhamos que existam funções g (u) e u = f (x), no qual g ou é contínua em a 
ou não está definida em a, tais que 


Fa 


g (uyemque и = f(x) x € Dj. іш f(x) = a (u— a pata x p) 


e que im (exista, Então 


m Р) = lim gün. 


Vamos antecipar alguns exemplos e deixar para o final da seção a demonstração 
da validade de ®. 


EXEMPLO 1. Calcule fim 


Solução 


Assim, 


түкті 
2s 
EXEMPLO 2. Calcule tim S4 16, 
EY = 
Solução 
Façamos и = 3 – э; assim 


ЕСТИ 


Para х 1,01 2, Então; 


3—5! 16 


КЕТЕТ 


іш (+ 2)02 4) = —32. 


EXEMPLO 3, Calcule lin 
К ен 


Solução 


Façamos u 


Assim, 


tim 


EXEMPLO 4. Se lim, f()=L então lim Lito 


E 
Solução 


Como h (u) = i? é continua (veja Exemplo 7-32) 


EXEMPLOS. Suponha g (v) * 0, para todo x € D, L 0e lim, s(z) = Lprove que 


n 
im 
pula) L 
Solução 


emque и = g (x), x € D, 
E 


contínua em todo u + 0 (veja Exercício 2-32), segue-se que 


lim tim 1—1. 
кэк) ba L 


Observação, Se lim £ (9 = LL # 0, pela conservação do sinal, existe r > O tal que 
96970 parad<|x=p|<r,x € D 


Como o conceito de limite é um conceito local, segue-se que a hipótese g (x) # 0 
que aparece no Exemplo 5 é dispensável. Assim, 


lim s(9=L.L+%0= lim 


op дрво) T : 
Vamos, agora, demonstrar © no caso em que g é continua em a. 
Teorema 1. Sejam f e g duas funções tais que Imf C D, Se lim f6) - 
continua em a, ento, 
lim e(P er) lim кай 
Demonstração 
Sendo g contínua em a, im. (4) = g (a). Precisamos provar que, para tado €> 


O dado, existe 6 > 0 tal que ^ 


O<|x-pi<ó=g(a)-e<g(f(W) «g(a) * e 


Como g é continua em a, dado e > 0, existe б, > Ü tal que 
o а-в сиса +8 => ка) - €< gi) < gla) +e 
Como lim, f6) = a para o 6, > 0 acima existe 5> tl que 
Ф 0<һ-рі<5-а-8</0<4%6 
De De @ segue-se que 
O«|x-pi«ómg(a)-e«g(fG))-g(a*e ш 


Observação. O teorema acima conta-nos que, se g for contínua em a e 
lim, $692. emgo lim, (ü= (a) = 80 lim f. que nos mostra que os 


б] кэр 


símbolos. 


"E podem ser permutados em Hm £ GN 


lim аў) = gí lim f(x). 
хе» Sp 


O próximo exemplo nos diz que composta de funções continuas é contínua. 


EXEMPLO 6. Sejam fe g tais que Imf C D, Se f for contínua em p e g continua em 
[ (p), então a composta h (x) = g (/(9)) será contínua em p. 


Solução 


lim (аў) = g lim 709) = g fpi 


rp y 


logo, h(x) =9.(£(9) é continua emp. ж 


Teorema 2. Sejam f e g duas funções tais que шү c D, Hh, / (0) = 


» тэр 
in g (0) = L Nestas condições, se existir um г > Ü tal que f (x) Z a para 0 < | x 


Soler, eno Nm 870 exisirá e 


Demonstração 


m 3 (i) = dado €> 0, existe 8, > 0 al que 


0<ш-а1<8 = lgi) - Lic e 


Como 


jim, 469 = а рга o 8 > O acima existe б, > 0 tal que 


Ф оао plc = UG) al< a, 


Tomondo-se б = mín (6, г), segue de e da hipótese 


O<ix-pl<ô= 0180) -al< ë, 
De De resulta 
0«|x-p|«óm 190700) - Lice 


Assim, 


lim (аў) =1 = lim дш). . 
хор иза 

Observação. Se g nio estiver definida em а, segue-se da hipótese Imf С D,, que f 

(X) ға para todo x € D, Assim, neste caso, a condição "existe г > O tal que f (x) # а 

para 0 < | x - p | < г” é dispensável, Entretanto, se g estiver definida em а, mas não 

for continua em а, tal condição é indispensável como mostra o próximo exemplo. 


EXEMPLO 7. Sejam f е g definidas em R e dadas por f 6) = 1 e 
"T 
7B seu=1 


lim fG)=Le lim р 


E en 


Como g (F 00) = З para todo x, segue que 


lim кб) lim g 


Este fato ocorre em virtude de não estar satisfeita a condição "existe r > 0 tal que 
ГЕ(діраа0<|х-р|<Ғ. m 


Exercícios 


by tim 


ә 
2. Sejaf definida R. Suponha que tim (CP = 1 Calcule 
sas 
amd Т 
neu a in 108 
m E se 


3, Seja f definida em R e seja p um real dado. Suponha que 


fe fin. 


m L Calcule 
хр 
ТОННАЛЫ өш SEI fi) 
me к dm TET 
forn- fu 


ey im a lim 


u D 


D 


3.6. TEOREMA DO CONFRONTO 


Teorema (do confronto). Sejam f, g, h três funções e suponhamos que exista r 
> Otal que. 


ЕТЕШ 
para 0 < |x = p| < г. Nestas condições, se 


lim fe) == lim ли) 


então 


lim 209-і. 


үз 


Demonstração. (Veja Seção 3.9) 


EXEMPLO 1. Seja fuma função e suponha que para todo x 
ДОЛЕ 

3) Calcule, caso exista, lim f(x 

i) Calcule, ta, lim. f(x) 


5) [é contínua em 0? Por qué? 


Solução 


з) 10) |е es fs. 


Como lim — 
EJ 


lim, segue do teorema do confronto que 
lim /(9-0 
E 

b) Segue de (a) que [será contínua em 0 se f (0) = 0. Pela hipótese, | f (x) | < e 
para todo x, logo, | (0) | « 0 e, portanto, f (0) = 0. Assim, 

lim f( = 0 = f0) 


E 


ouseja féconínuaem0. ш 


O próximo exemplo nos diz que se f tiver limite O em p e se g for limitada, então 
o produto f- g terá limite O em p. 


EXEMPLO 2. Sejam f e g duas funções com mesmo domínio A tais que 
£09 = бе| g (x) | < M para todo x em A, em que M > 0 é um número real fixo. 


кәр 
Prove que 


lim fije (0 = 0. 


Solução 


1169 9691=1F69119601<MIF691 
para todo x em A. Daí, para todo x em A 
MI (015109969 < M|f(9 L 
De Jim f69=0 segue que fim MIFCOI=0 ç Nm —MUF001=0 pelo 


Cp rn 
teorema do confronto 


m fògh) =A. . 


детте на) = | ! * 750 
кет е0) |1 ехо 


lim, 12-0; como lim 2) não existe (verifique) nào podemos aplicar a 
propriedade relativa a limite de um produto de funções. Entretanto, como g é 


limitada, (| g (x) | £ 1 para todo x) e | pelo exemplo anterior 


шу 


Exercícios 3. 


1. Seja f uma função definida em R tal que para todo x > 1, 


Padre јаје E. Calcule Jim S6 e justifique, 


2. Seja f definida em R e tal que, para todo x, | (x) - 3| < 2 | = 1 | Calcule 
lim. file justifique. 


шә 


Suponha que, para todo x, | g (x) | < x°. Calcule tim 


а) Verifique que lim sea ndo existe, 


b) Calcule, caso exista, lim x sen | (Justifique) 


СЫР 
5. Calcule, caso exista, lim LO m que fé dada por 
wd vasi Ue 
al "mu 


6. Sejam [е g duas funções definidas em R e tais que, para todo x, [g (91'+ If 
COP = 4. Calcule e justifique. 


° 


DE P m fo 


7. Seja f definida em R e suponha que existe M > O tal que, para todo x, | (X) 


-fpsMix-p 

а Mostre que fé contínua em p. 

P) Calcule, caso exista, tim LUTA, 
Sh or, 


8. Sejam a, b, c reais fixos e suponha que, para todo x, | a + bx + ax < | x | 
Provequea =b 


9. Prove: іш ЈЕ) = = lim пад = LI 


(Sugestão: verifique que || f (0) | — | L || < | [69 — L | e aplique o teorema do 
confronto) 
10. A afirmação 

ES 


° fi) = L” falsa ou verdadeira? Por qué? 


11. D exemplo de uma função f tal que M, 110)! existe, mas т f6? não 
exista, 


LN 


05 lim IP og 
Аы 


12 prove: іш 


37. CONTINUIDADE DAS FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


Lembrando que sen (-x) = -sen x, segue da propriedade (5) da Seção 22, que 
existe г > 0 tal que, para todo x, com | x | < r, 


Ф Ізеп кіегілі, 


(Interprete geometricamente esta desigualdade) 
Vamos, agora, utilizar © para mostrar que 


Ф ТЕТЕ 
para|x=p|<2r.Temos 


Isen x= sen p1 = 12 sen 


Deloos F Pie segue 


o Isen x — жар! 


De G segue que, para |x = p |< 2r. 
@ Isen E 


De e © resulta 


Isenx-senp|<s|x-p| 


para|x-p|<2r. 
Fica a seu cargo mostrar que 


@ pare 


para|x-p|<2r. 


Teorema. As funções sen e cos são continuas, 


Demonstração 


Seja p um real qualquer. Por 2, 


Isenx-senp|<s|x-p| 


-0 


para |x= p| «2r. Como in, (z P)=O segue, do teorema do confronto, que 


lim (sen x= sen р) = 0, 


ou seja, 


Logo, sen x é contínua em p. Como p foi tomado de modo arbitrário, resulta que 
sen x é contínua em todo p real, isto é, sen x é uma função contínua. Fica a seu cargo 
a demonstração da continuidade da função соз. ш 

Deixamos a seu cargo provar, como exercício, que as funções tg, sec, cotg е 
cosec são, tambêm, contínuas. 


38. O LIMITE FUNDAMENTAL lim 5982 


s30 x 


Pela propriedade (5) da Seção 22 (veja justificação geométrica ao final da 
seção) existe r > O tal que 


O<senx<x<tgx 


para 0 < x < r. Dividindo por sen x 


e, portanto, para 0 < x < r, 


Por outro lado, 


а (=) 


–есусд = 0< yer cos(a) < 


етед 


Como cos (~x) 


—r<x<0— s | ELI 


«t 


Assim, para todo x, com 0 < |х| < r, 


cos y ERE 


<! 


Como Jm, cosx=1= lim, 1,рео teorema do confronto, 


m 
seu x 
Observe que, para módulo de x suficientemente pequeno, 2? = | ou x = sen x 
Interprete geometricamente. 
EXEMPLO 1. Calcule lim 2°" 5* 
«ча or 

Solução 

lim 5+ lim 5 

o Ss uno 
ou seja, 


EXEMPLO 2. Calcule lim 


Solução 


Justificação geométrica da propriedade (5) da Seção 22: 


área ADAP e área ДОЛ 


EX (Veja figura па página seguinte) 


Por uma regra de trés simples calculamos a área a do setor circular ОАР: 


2n rad - áreas 


x rad — área a 


Portanto, área do setor circular ОАР: 


Ass, para Ü < z < Z (zëa medida em rad do arco AP), 


sex ox ex 


senx «xcix. 


Exercícios 38 


1, Calcule, 


PI 
© lim 


P tim 
КҮ ЕТЕГІ 
PES 1 eos 

e) im E жш 

ЫБ sen Ax MA x 

D lim La j) lim хын 


D tim m) lim 
m tm o) im ZEEE 
p) lim LET ) ша SE 
ШЕГЕ un 


2.) Prove que existe r > O tal que 


NS] 
para 0 <|x|<r. 
b) Calcule ін 
3. Calcule. 
ках-кар cos z — cos p 
ей? gu mear 
д-р БЕРЕТ 
С d lim EL 


кэ т-р 


39. PROPRIEDADES OPERATÓRIAS. DEMONSTRAÇÃO DO 
TEOREMA DO CONFRONTO 


Teorema, Se k tor uma constam, lim. $(9=Le lim їл) = Lento 
a) lim (fi) + бо] =. +1 = lim fG)+ Шш уо). 


к=н. = lim fu, 


LL, = dm f() іш a(o 


desde que Ly +0, 


Demonstração 


а) 170) +g 0) - (L+ L) | |f) = 11 +1 9 (9) - L, | Da hipótese, dado €> 0, 
existe 5> 0 tal que 


мо-ш 
o<ix-p1<5 =| 2 
| 


dai 
охра По) +9(01-(L+L)|<e. 
b) Sek- 0, kf (x) = 0 para todo x € D, logo 
lim 46) =0= 6 lim fo, 


os ко» 
зе kz 0, dado е>0, existe 6 > O tal que 


о<!х-р1<8 =s If- L< E 


dai 
0<|х-р|<ӛ-|Ң(9-Ш|<е 


NOE = ALGO) + e (9 — 6) g OI (verifique) 


lim уо) + (P =Llim (09 + 26] veja Exemplo 435) 


TW 2 2 2 
іш [= & GP = E im Fa- & GJ = E- LÈ 
Dai 
lim уса (9 = + 
p 1 
dy dim L o . 
p re ar 


Demonstração. (Veja Exemplo 5 da Seção 35) т 


Demonstração (do Teorema do Confronto). 


= Jim h). dado e > 0, existem á > 0 e á, > 0 


Como, por hipótese, Jim 0) = 
tais que 


о<|х-р|<б,=1-є<[()<Ь+є 


o«|x-p|c& m L-echQ) іе 
Tomando-se 8 = mín (8,6, г} vem: 
ө<ік-р|<8-1-е<(00<009<144<136 
logo 
0«|x-p|c&m L-e«g() «L*« 


ou seja, 
lim (9-і . 


кэ» 


4 


EXTENSÕES DO CONCEITO DE LIMITE 


41. LIMITES NO INFINITO 


Nosso objetivo, nesta seção, é dar um significado para os símbolos 


іш /01-і 


m 
(leia: limite de f (x), para x tendendo а mais infinito, é igual a L) e 


lim f@)=L 


Definição 1. Seja f uma função e suponhamos que exista a tal que Ja, += C D, 
Definimos 
[Y €> 0,38 > 0, com 8> a, tal que 


lim /0)-1-| 
sie |5>4-1-е</0)<1 


Definição 2. Seja f uma função e suponhamos que exista a tal que |- af C D, 
Definimos 


[76292020 com 0 a tl que 
іш /бі-і = 


а-в L- ec fo Lee 


EXEMPLO 1. Calcule lim Le justifique 


Solução 
Quanto maior o valor de x, mais próximo de zero estará 1; tim 1-0 
Justificação 


Dado e > 0 e tomando-se à = 1 


e, portanto, 
1 
х>8з0-е<1<0+є 
Logo, lim 


Deixamos para o leitor as demonstrações dos seguintes teoremas: 


Teorema 1. 


ejam fe g duas funções tais que Im [ C D, e, lim, f(x 
a) Se g for continua em a, enão 


іш /бх))= lim кб), 


b) Se g não estiver definida em a e se Jim 2U) existir, então 


іш 0700) = lim eco). 


Teorema 2. Seja k uma constante e suponhamos que (іш ЙА) 2 e 
(т 869= L- Então 


а) hm [fiet] =L+L, 


өзе 
өш М lim fin u. 
e) dm fog = LL, 


аш JO). L Saati 20. 
vote qu) d 


Observamos que os teoremas acima continuam válidos se substituirmos "x 
por “x ~ =o", 


EXEMPLO 2. Calcule lim -Í no qual n > 0 ё um número natural dado, 


Solução 
tim -L tim lim и" =. 
Re TT ela) ғы) 


5 
EXEMPLO 3. Calcule jg St 
sata DÍA 


Solução 
Vamos colocar em evidência a mais alta potência de x que ocorre no numerador 
е proceder da mesma forma no denominador. Deste modo, irão aparecer no 


denominador e numerador expressões do tipo 1. que tendem a zero рага x — +, 


o que poderá facilitar o cálculo do limite 


ыгына SPAS „өз, 
Renee la . 
d) lim |2 | 
Л lim ad 
Sad —2х+1 


Bode AL 
rata TEN 


2, Sejam f е g definidas em la + ol e tas qu 


lim Ao, lim gto) =0 egi) 0 para todo x > а. Calcule, caso 
rais gi) „хоће 
exista, lm foh 

15 


? ay Calcule dm EI 


ва + 


b) Mostre que existe г > 0 tal que 


& a) Calcule tim 


Uta mera 


b) Mostre que existe г > 0 tal que 


5. Sejam fe g definidas em la, зі е tais que f (x) > 0 е g (x) > O para todo x > 
a. Suponhaque ña 20) 
paratodox>r — 


= L L0. Prove que existe r > 0, r > a, tal que 


м 
көлә so 


Conclua 


quese lim 000) = (enia fim. /09-0 


42. LIMITES INFINITOS 


Definição 1. Suponhamos que exista а tal que la, +] C D, Definimos 


[Ve>0.35>0,com8>a, tal que 
шу dm о) е 


+. | i82 fine 
[Y E> 0.38> 0, com ô > a tà que 
ау im fose es 


ЕЕЕ 


Definição 2. Sejam fuma função, p um número real e suponhamos que exista b 
tal que p, bl C D, Definimos 


ve 0.38» Qm p+ 8 < b ui que 
па, 09-39 ө 
Ri Lp<reptas soe 


Deixamos a seu cargo definir 
lim, fin lim fi) +=, = 

“іш лоу + іш J(9= dim Је) = eme іш fa)= == 

or or 2 => 


EXEMPLO 1.Calcule lim, Le justifique. 
Ae x 


Л 


1 
2 10 100 1000 


Justificação 


Dado €> 0 e tomando-se à = 1. 


Logo, 


EXEMPLO 2. Calcule „lim ле justifique. 
Solução 


Dado €> 0 e tomando-se ó = € 
х>В=х>є 


Logo, 


Teorema 


lim 1 LN 
E > 
СИ КИП, 
A [im reorum t>o 
» - 
lim go- е foren sL<0 
[lim fO 
° = im re 
[imeem Coste 
im у= L Lal 
E > dim ожау +e 
СИЕ e 


[lim у= L L real, 


° > dim S+ 
LAT mid 
СЕНСЕ | im 17 09 +2091 
ap ье 
| im een LN 
lm f) La, im fogos- еі>0 
әр” > 
lim «60 | ва feos Quote 0 
a e 


Demonstração. Para as demonstrações de (a) e (b), veja os Exemplos 13 e 14. As 


demonstrações dos demais itens ficam a cargo do leitor. ш 


Observamos que o teorema anterior continua válido se substituirmos “x 


por “x ~ —" ou por “x — p+” ou рог “x ~ p-" ou por “x ~ p”. 


Observação. O teorema anterior sugere-nos como operar com os símbolos + e 
eem + (400) = +0, -m + (-) = 06, L + (+09) = eese L > 0, L + (+) = se L < 
0, L + (=) = — se L > 0, L + (7x) = + se L < 0, L + (+00) = + se L € R, L + (9) 
= —% se L € R, + + (100) = +00, (7x) ` (oc) = + e ++ (-ж) = —. 


Indeterminações 


жо (+ = 


(ajos = 


EXEMPLO З. Calcule lim ~ 


Solução 
lim іш (r=. 
te . 


EXEMPLO 4. Calcule іш (3 — St + 2). 


Solução 


1 
EXEMPLOS. Calcule jg ZHL, 
Sie nI FFI 


Solução 


Әзм- 


BET pati 


O próximo exemplo conta-nos que, se f (x) tende a zero para x ~ p' е зе f (x) > 


0, então 


tende a + æ para x — p°. 
ñ parax ~ p' 


EXEMPLO 6. Suponha que li, 9 = O que existe r> O tal que ГО) > O para p 


<x<p+r Prove que 


іш = +. 
iat TO) 


Solução 
Pela hipótese, dado € > 0, existe 5> 0, com 8 < r, tal que 
р<х<р+ёэ0<уш)< 1 
daí 


— 


>< 
f 


Logo 


tim, Т> 
pe TO) 


EXEMPLO 7. Calcule lim. 


II 
Solução 
х-1>бравх> le lim (1=1)=0,logo 
э 
eme 
Interprete graficamente. т 
EXEMPLO 8. Calcule lim —— 
Solução 
х-1<йршах<1е lim (57 0 Ologo 
tim 
sato 


Interprete graficamente. ж. 


EXEMPLO S Sejm f е g dus ішін mis que 
lim, £09=L,L:20, “іт, (^ Ue que existe > Otal que 0) O para p < x 


‚зт or d 
VU p + on que, nestas condições, ош 
fo іш -жо іш, LU näo existe, 
EI E «з 86) 
Solução 
Basta provar que lim, 00 não pode ser finito. Se tal limite fosse finito, 
e жо) 
teriamos 
lim f0)= іш, LO ¿(90 
EB it gran 


que é uma contradição. ж 


EXEMPLO 10. Calcule lim. 


Solução 


іш, 02430) 


бе lim (2--о 


Pelo exemplo anterior, o limite proposto ou é +=, ou ~o ou não existe. Vejamos 
о que realmente acontece. Inicialmente, vamos separar o fator que é responsável 
pelo anulamento do denominador. 


EXEMPLO 11. Calcule lim. 


E 


Solução 
Como 1 é raiz do numerador e denominador vamos, primeiro, simplificar. 


х+1 жн 


deo 


EXEMPLO 12. Calcule fim 


Solução 

ЕТ el 
tim LIL ва tim x -- 1. 
ми ет Am. E 
EXEMPLO 13. Suponha que lim /0)- ее lim (u) = + prove 


a) dm (Gg) = +. 


b) dim fingi) +9, 
Solução 
3) Segue da hipótese que dado € > 0 existem 6, > 0 e б, > O, tais que 


1>5=/0> 


3g) 


Tomando-se 6 = máx(&, б}. 


——— © + 


Logo, lim. 170) + 80015 += 
5) Segue da hipótese que, dado € > 0, existe ó > 0 tal que 


х> б=э[(х) > ¿E ex» веш бр Je 


dai 
х>ӛ-|09409>6, 
ou seja, 


lim Лаб) +e 


EXEMPLO 14. Suponha que Um. 7%) = L, reale В 80) = + Prove 
a) LE +в > 0, 
b) lim fga) = -reL «0. 

e 
Solução 
2) Segue da hipótese que, dado € > 0, existem 8, > De & > 0 mis que 

— Ley aos > ®. 
Tomando-se ó = máx(6,, 6,) 
х>ё= [(х)д(х)>є. 

» im, —F09=—1>0 pelo пет а), іш -/0000- + Endo, dado e > 


б, existe 6 > 0 tal que 


х>б--/(да(49)>6 


Logo, 


x> fga) <- 


Exercícios 4,2 
1, Calcule, 
а) üm бё-3к+2) E 


доза (дзен) 


tim 


трет 


2. Proveque іш “+= +.no qual п> O é um natural. 


3. Calcule. 
dis ve Era 
СИ : b) lim жм 
e De ы-і 
O ва tes] D hm a-da 
эл» DA. 
9 dm ө-үд+» N ва fra 
D m (шел - cn үз +з) 


4. Calcule. 


» m, 
Еч 


lim, g6)=0. 
apt 


Dê exemplo de funções fe g tais que іш /00- +e. dim g (o) 
lm 709 = 609120 


Dê exemplo de funções fe g tais que , m, /9-1% ің gum eg 
fo 


Seja f (x) = av + bx + cx + d, em que a > 0, b, c, d são reais dados. Prove 
que existem números reais x, e x, tais que f (x.) < 0 e f(x) > 0. 


Seam f е g dus funções definidas em Jo “оі mis que 
e 


tim 


= +=e g i)? 0 para todo x > а. Prove que existe г > O tal que 
rode го) 


para todo x > r, f (x) > g (A). 


43. SEQUÊNCIA E LIMITE DE SEQUÊNCIA 


Uma sequência ou sucessão de números reais é uma função n к= a, a valores 
reais, cujo domínio é um subconjunto de N. As sequências que vão interessar ao 
curso são aquelas cujo domínio contém um subconjunto do tipo (n € N |n > q) no 
qual q é um natural fixo; só consideraremos tais sequências. 

A notação a, (leia: a índice n) é usada para indicar o valor que a sequência 
assume no natural n. Diremos que a, é o termo geral da sequência. 


EXEMPLO 1. Seja а sequência de termo geral a, = 2". Temos 


4,72, та, = 


EXEMPLO 2. Seja a sequência de termo geral з, =1+2+3+... + n. Temos 


1+2,5,=1+2+3etc 


Sejam т < п dois naturais. O símbolo 


Xa 


(leia: somatória de a, para k variando de m até n) é usado para indicar a soma dos 
termos a,, à, , 0, a, 


Ба 
rs 


DTE 


EXEMPLO 3. 


€. * 
Кет 0+1 1+1 241 n+1 


EXEMPLO 5, Considere а sequência de termo geral s = É еген 
Re 
verifique que 


Solução 


Ф 


ТЕН 


Multiplicando ambos os membros por t, vem 


Ф IA PAPA ++?! 


Subiraindo membro a membro 


е0, obtemos 


logo 


Observe que s, é a soma dos termos da progressão geométrica 1, t, P, P, 
vom 


Definição. Consideremos uma sequência de termo geral a, e seja а um número 
real. 


Definimos 


[Para todo e > 0, existe um natural no tal que 
O dim а, =а | 
nte | 171 аєа «ae 


Para todo € > 0, existe um natural пу tal que. 
D dm а= е» 

өн» | > =a >e 
[Para todo e > O, existe um natural tal que 
| 


ыы пш = dy e 


Se „lim 2, = 0. diremos que a sequência de termo geral a, converge para a ou, 


nado 
simplesmente, que a, converge раға a e escrevemos g" + а. Se lim a, = 


diremos que a, diverge para +% e escrevemos а, +. Зе lim ay 
que a, diverge para ==. 


5, diremos 


Observamos que as definições acima são exatamente as mesmas que demos 
quando tratamos com limite de uma função f (x), рага x += ox; deste modo, tudo 


aquilo que dissemos sobre os limites da forma” lim f (vP aplica-se aqui. 
quilo que di bre оз limites da forma” lim, (ари q 


EXEMPLO 6. Calcule іш 2453 
note +1 
Solução 
ЕСЕ 
PES 


EXEMPLO 7. Suponha que existe um natural n, tal que a, > b, para todo n > n, 


Prove quese lim. 0, = endo lim a, = + 


Solução 


Como lim, b, = dado €> O existe um natural n, tal que 


n>n,>b,>€ 


Tomando-se n, = máx[n,, n,} resulta 


n>m=a,2b,>€ 


logo 
lim = +a 
EXEMPLO 8. Suponha a > 1. Mostre que 
lim а" = +, 
Solução 
a=1:+h,h>0.Pela fórmula do binômio de Newton 
asap is [9) + [a+ 
at 
arar [1] прави! 
pm 
0,21 +mparanzt 
Cami ko, ln (жэй =s 
lim d'249 (а>1) n 


EXEMPLO 9. Supondo 0 < < 1, calcule lim. 1% 


Solução 


Inicialmente, observamos que зе lim 


(verifique. 


DeO <b<1, segue que ento 


lim = lim 
ere Casta 


b) 


pois, tim БЕКІДІ 


EXEMPLO 10. Calcule lim area 
AZ 


Solução 


EXEMPLO 11. Calcule lim 


m 


Solução 


(veja Exemplo 5). 


Tms 


Como tim 


Exercícios 4.3 


1. Calcule, 


+2] D im 


OE 9 m EL 


b hm E fnoquiO<i<1 


2, Supondo 0 <a < 1, mostre que. 


lim Tot 


Cate, tm (1 he Le 


m 


ES 


—" 1 
Sugestão: 1. + para k>0. 
E ДЕ сты LTS mmn 


4. Seja (х) = x, x € [0,1]. Considere a sequência de termo geral 
Сен 


ај OA е; 


а) Calcule S, Observe que, geometricamente, S, pode ser interpretado como 
а soma das áreas dos retângulos hachurados. 


b) Calcule , lim (5, (Pensando geometricamente, qual o valor esperado 


para о limite?) 


5º Calcule іш 


позе пў 
(Sugestão: Verifique que 12 
Seção 172) 


тож био Veja 


6. Seja f (X) =, x € (0, 1]. Considere as sequências 


в. 


a) dm 5, b lim y, 


(Interprete geometricamente tais limites.) (Sugestão: Utilize o Exercício 5) 


Uma partícula desloca-se sobre o eixo Ox com aceleração constante a, a > 
O. Suponha que no instante t = 0 a velocidade seja zero. А velocidade no 
instante t é, então, dada por v (2) = at. 


Divida o intervalo de tempo [0, T] em n intervalos de amplitudes iguais а 


velocidade será ^7. no instante 
п suficientemente grande, o espaço percorrido entre os instantes 7 


No instante 


será aproximadamente Т. (рог quê?); entre os instantes 27 e 


espaço percorrido será aproximadamente 27, Тек. 
9) cie d [z т nar z] 


b) Interprete cinematicamente e geometricamente o limite acima. 


Suponha que a sequëncia de termo geral a, n natural, seja crescente (isto é, 
quaisquer que sejam os naturais n e m, n < т = a, < а,) e que exista M real 
tal que a, < M para todo natural п. Prove que % existe e que 


| (Veja Seção ALA) 


tim 
m 
lim o 


Considere a sequéncia de termo geral 


a) Prove que a, é crescente. 
b) Prove que para todo natural n = 1 


1 
+ 


Әлемге tm (14 


(Compare com o Exercício 3) 


(Sugestão para Verifique que 


aura 
[m 


44. LIMITE DE FUNÇÃO E SEQUÉNCIAS 


Seja fuma função ші que Ji SO = L e d, uma sequência que converge a p, 
com a, € Dje a, * p para todo natural n. É natural esperar que 


lim fía) =L 


De fato, sendo Hm f(x) = L dado є > 0, existe 6 O tal que 


Ф 0<ік-р1<5-1/0-М<е 
Como a, + p, para о ó > 0 acima existe um natural n, tal que 
n2n2|a,-p|«6 
e como a, ғр, para todo n, 


л>пуэб<іа,-рі<8 


n?m7|f(a)-L|«c 


lim fia) 


=L 


Em particular, зе f for continua em p e зе a, convergir a p, com a, € D para todo 
menão, lim fia) =f (p) 

Do que vimos acima resulta que se existirem duas sequências a, e b, com a, <р 
eb, > p para todo n, que convergem a p e se lim, и) Mm TO) entio 


Ra. 7060 удо existe. Frequentemente, радња PHP processo para anostrar а sia 


existência de limite de uma função num ponto, 


1 хеб 
6 хеб 


EXEMPLO. Seja fa) = 
Prove que para todo real p, ЈУ existe, 
Solução 
Para todo natura n 0, existem a, eb, п, racional e b, irracional, tais que 
БЕРЕН 


Segue, pelo teorema do confronto, que 


іт а, 


Como , li. flan) = 1 pois fo, O pois f 


(Б) = 0 para todo n = 0, resulta que 


ara todo n = 0, e lim 70 
1 para todo п 80,6, 5, 


im ЈОЈ пао existe. ш 


=> 
Bierccs 4 
O [1210 
а) Calcule | Ba, Uf 
b) Ma q pas o, m Әдіс exist 


2. Seja a sequência de termo geral a, com a, > 0 para todo natural n. Sabe-se 


ше, ы 


Soro aque" = patios Cels 


3. Sejam f uma função, p um número real e suponha que existam duas 
sequências a, e B, convergindo a p, com a, e b, pertencentes а Прага todo 


n, tais que 
lim fG)-Le dm 74-і. 
Podemos, então, afirmar que im f) = E? por quê? 


4. Sabese que а sequência q = 


convergente, Calcule „Ма ar 


5. Sabe-se que a sequência | 


Calcule seu limit. 


б. Proveque Ба ма іш exis. 


«Зо у 


45 O NÚMERO e 
Nosso objetivo, nesta seção, é provar que a sequência de termo geral 


„(1+1 


6 convergente, Definiremos, então, o número e como o limite de tal sequência, 


tim (1+1 
ES 


Para provar a convergência de tal sequência, é suficiente provar que ela é 
crescente e que existe M > 0 tal que a, < M para todo n > 1 (veja Apéndice 1) 


Primeiro, vamos provar que (1+ 1 | < spara todo n= 1. Temos 


dai 
1 
+ porq 
1 
Como 2° « (n + 1)! para todo n > 1 (verifique), resulta que L para 
P 6 Бы. + азы 2 y 

todo nz 1, dai 
resulta 


UELUT 


Vamos provar, agora, que tal sequência é crescente, Sejam n e m naturais > 1 tais 
que n «m. Temos 


pig 


i e | 


142) =141+ 


( ie min- 1 , mim- Dn 
т m x D 


Den <mresulta 


edaí 
мађ _ тт) 
С m 


mon mn =) min = Dim—2) 


et. 


,mm-Dm-2) m m-i m- 


Observe: 


Segue que 


(3 «xr 


sen « m. Assim, a sequéncia é crescente, 
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TEOREMAS DO ANULAMENTO, DO VALOR 
INTERMEDIÁRIO E DE WEIERSTRASS 


Os teoremas do anulamento (ou de Bolzano), do valor intermediário е de 
Weierstrass são fundamentais para o desenvolvimento do curso. Neste capítulo, 
apresentaremos seus enunciados e faremos algumas aplicações; as demonstrações 
são deixadas para o Apêndice 2. 


Teorema (do anulamento ou de Bolzano). Se f for continua no intervalo 
fechado |а, b] e se f (a) e f (b) tiverem sinais contrários, então existirá pelo 
menos um c em [a, b] tal que f (c) = 0, 


EXEMPLO 1. Mostre que a equação xº — 4x + 8 = 0 admite pelo menos uma raiz 
real. 


Solução 


Consideremos a função f (x) = x' - 4x + 8; temos ДО) = 8, f(-3) = -7 e f é 
continua em [-3, 0] (os números O e -3 foram determinados por inspeção), segue 
do teorema do anulamento que existe pelo menos um c em [-3, 0] tal que Де) = 0, 
isto é, a equação xº — 4x + B = 0 admite pelo menos uma raiz real entre -3 e 0. m 


Teorema (do valor intermediário). Se [ for contínua em [a, b] e se y for um 
real compreendido entre f (a) e Í (b), então existirá pelo menos um c em la, b] 
tal que f(c) = y. 


Observe que o teorema do anulamento é um caso particular do teorema do valor 
intermediário, 


Teorema (de Weierstrass). Se Í for contínua em [a, b], então existirão x, e x, 
em [a, b] tais que f (x,) < f (x) < f (x) para todo x em |а, b] 


O teorema de Weierstrass nos conta que, se f for contínua em [а, b], então 
existirão x, e x, em |а, b] tais que f (xu) 6 o valor mínimo de Í em [а, b] e f (x) o 
valor máximo de f em [а, b]. Ou de outra forma: se f for contínua em |а, b], então f 
assumirá em |а, b] valor máximo e valor mínimo. Chamamos sua atenção para o 
Tato de a hipótese de Í ser contínua no intervalo fechado (а, b] ser indispensável; por 
exemplo, у(х) =. x € 10, 1], é continua em ]0, 1] mas não assume, neste intervalo, 


valor máximo. 


EXEMPLO 2. Prove que o conjunto 


admite máximo e mínimo, 


Solução 


qu ed é сова en [1.2 ag, ® ema de Vis, че 


existem x, e x, ШЕ 2 Juis que f (x) é o valor mínimo de f em Ë jJ. горо 


valor máximo de f neste intervalo. Assim 


sms [e d 


Veremos, mais adiante, como determinar x, ех, W 


Exercícios 


1. Seja f(x) =ë + x + 1. Justifique a afirmação: [tem pelo menos uma raiz no 
intervalo [-1, 0]. 


2. Prove que a equação x? - x + 2 = 0 admite três raízes reais distintas. 


3. Seja a a menor ralz positiva da equação x° — 4x + 2 = 0, Determine 
intervalos de amplitudes 1, e 1 que contenham а. 


з 


4. Prove que a equação +° = 0admite ao menos uma raiz real. 


Des 


5. Prove que cada um dos conjuntos abaixo admite máximo e mínimo. 


Š Seja f:[=1, - R dada por pie ELE 


а) Prove que f (1) é o valor máximo de f. 
b) Prove que existe x, € ]-1, O [tal que f (xu) é o valor mínimo de f. 


7 
а) Prove que todo polinómio do grau 3 admite pelo menos uma raiz real. 


b) Prove que todo polinómio de grau impar admite pelo menos uma raiz 
real. 


8. Sejaf:la,b] — R uma função continua e suponha que f nào seja constante 
em [a, b]. Prove que existem números reais m e M, com m < M, tais que Imf 
= [m, MI. 


(Observação: Imagem de f= Imf = {f (x) |x € la, Б) 


9. Seja f: - R continua, em que I é um intervalo qualquer. Prove que a 
imagem de f é um intervalo. 

10. Suponha que f: 0, 1] ~ R seja continua, f (0) = 1 e que f (x) é racional para 
todo x em [0, 1]. Prove que f (x) = 1, para todo x em [0,1] 

11. Seja f: 0, 1] - R contínua e tal que, para todo x em |0, 1], 0 < f (x) < 1. 
Prove que existe c em |0, 1] tal que (с) = с. 

12. Seja f contínua em [а, b] e tal que f (a) < f (b). Suponha que quaisquer que 
sejam s e tem la, b], s # t = f(s) lt). Prove que f é estritamente crescente 
em [o, b] 


(Observação: f estritamente crescente em la, b] = V s, t em la, b], s < t => 
fis) < f) 

13. Suponha Г contínua no intervalo / e que f admita neste intervalo uma única 
raiz a. Suponha, ainda, que existe x, em 1, com x, > a, tal que / (x) > 0. 
Prove que, para todo x em 1, com x > a, f (x) > 0. 


14. Considere a função f dada por 


лесе 


а) Verifique que fé contínua em 0, += 
P). Mostre que 1 é a única raiz de f em |0, +, que f (2) > 0 e que /[ 1 | < 0, 
с) Conclua que f (x) > 0 em |1, + e que f x(x) < 0 ет]0, 1[. 

15, Suponha f contínua em Ге sejam a e b pertencentes а I, com a < b, as únicas 


raízes de fem I. Sejam x, x, e x, em I com x, < а, a < x, < be b < x,, Estude 
o sinal de fem I, a partir dos sinais de f (x,), f (x) e f (x). Justifique. 
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FUNÇÕES EXPONENCIAL E LOGARÍTMICA 


61. POTÊNCIA COM EXPOENTE REAL 


Na Seção 17 definimos potência com expoeme racional, Ж _у е 


estudamos suas principais propriedades. Nesta seção, vamos definir potência com 
expoente real, 

Observamos, inicialmente, que, se f e g são duas funções definidas e contínuas 
em R tais que г) = g(r) para todo racional r, então f(x) = g(x) para todo real x, isto 
é, se duas funções continuas em R coincidem nos racionais, então elas são iguais 
(veja Exercício 21, Seção 3.2) 

Seja, agora, a > 0 e a # 1 um real qualquer. Se existirem funções f e g definidas е 
contínuas em R e tais que para todo racional r 


К) = a e glr) 


então f (x) = g(x) para todo x real. Isto significa que poderá existir no máximo uma 
função definida e contínua em R e que coincide com a” em todo racional ғ. O 
próximo teorema, cuja demonstração é deixada para o Apêndice 3, garante-nos a 
existência de uma tal função. 


Teorema. Seja a > 0 е a я 1 um real qualquer, Existe uma única função f, | 
definida e contínua em R, tal que fir) = а para todo racional г. 


Damos, agora, a seguinte 


Definição. Sejam a > 0, a % 1, e [ como no teorema anterior. Definimos а | 
potência de base a e expoente real x por | 


а= го), 1 


A função f, definida em R, e dada por f(x) 
fungáo exponencial de base а. 

Sejam а > 0, b > 0, x e y reais quaisquer; provaremos no Apéndice 2 as seguintes 
propriedades 


a > 0 e a = 1, denomina-se 


(1) d'a = а. 

0) (oy =a. 

(3) (ab) = eb: 

(4) Sea» Lex cy, eno a «o 
(5) Se0 «a « Lex «y, eno а > a 


A propriedade (4) conta-nos que a função exponencial f (4) = а, a > 1, é 
estritamente crescente em IR. A (5) conta-nos que f (x) = d, 0 < a < 1, é estritamente 
decrescente em B. 

O gráfico de f (x) = a' tem o seguinte aspecto 


E r di [22 


EXEMPLO 1. Avalie 7/2 
Solução 


Como f(x 


De = 1 4142 segue? 


Como 14142 < 42, resulta que 2%%% 6 uma aproximação por falta de 


EXEMPLO 2. Esboce o gráfico de 
аго) = 2'. 


Bro 


Solução 


PERES y 


Du 


21-1 12 


A função exponencial de base e (е 
papel bastante importante em todo o nosso curso. Como e > 1, o gráfico de f (x) 
tem o seguinte aspecto 


2,718 281), f (x) = e°, desempenhará um 
e 


EXEMPLO 3. Suponha а > 1. Verifique que 


Solução 


а) Já vimos (Exemplo 8 da Seção 43) que 


Assim, dado € > 0 existe um natural n, tal que 
nzm=a >e 


Como a" é crescente (a > 1), resulta 


x>n >> € 


i 
dia dem esee Ды Esa 
жесі 


1. Calcule, 


a dm 3 


9 dim е 


д dm 18-5) 
e dim 2 
b lim 27 


2. Esboce о gráfico. 
а) f@)=3° 


С] 


9 eres 
h) g()-e*senx 
D fece 
D =e” 


6.2. LOGARITMO 


Teorema. Sejam a > 0, a 7 1, e В > 0 dois reais quaisquer. Então existe um 
único y real tal que 


Demonstração 


lim at=+2e lm a 


Suponhamos, primeiro, a > 1. Como lin ms segue 


que existem reais и e у, com u < v, tais que 


ера. 


Como f (x) = aº é contínua no intervalo fechado [u, v], segue do teorema do 
valor intermediário que existe y em [u, v] tal que 


Ку =вова = p. 


A unicidade de y segue do fato de [ ser estritamente crescente 
О caso 0 <a < 1 deixamos a seu cargo. m 


Sejam a > 0, a # 1, e В > 0 dois reais quaisquer. O único número real y tal que 
а-в 


denomina-se logaritmo de B na base a e indica-se por ү = log, В. Assim 


y-lg Bear f 


Observe: log, В somente está definido para В > 0, а > 0 e a # 1, 
EXEMPLO 1. Calcule. 
9) log, 4 


mn 


e) log,1 


Solução 


a)x-log,4e 2-4 x2. Logo 


b)x = log. 


c) log,1=0, pois 5! = 1. 


Observação importante 


o'-Bey-log, B 


ЫП 


O logaritmo de В па base а é о expoente que se deve atribuir à base а para 
reproduzir f. 


O logaritmo na base e é indicado por In, assim, In = log, Temos então 
y-lxe ex. 


Da observação acima, segue que, para todo x > 0, 


Seama»Qazlb»0 bela 
seguintes propriedades: 


De B > 0 reais quaisquer. São válidas as 


(D log, a B= log, a + og, f 


(2) log, a = log, a. 


ГЕТЕ 


(4) (Mudança de base) 
logie 


log, a = 
log, a 


(5) Se a> 1 ва < p, então log, а < log, f. 
(6) Se0 <a < 1ea < B, endo log, а > log, f. 


Vamos demonstrar (1), e as demais ficam а seu cargo. 


Demonstração de (1). 


=log,a=a=ar 
bg.B= B= ar 


Assim, a B = аға); pela propriedade (1) das potências com expoentes reais, ата" 
= 28; segue que 


aB=attrouX+ Y - log, a f. 
Portanto, 
Лов, а + log, B= log, a f.m 


Seja а > 0, а 2 1. А função f dada por f (x) = log, x, x > 0, denomina-se função 
logarítmica de base a. 

А propriedade (5) conta-nos que se a > 1, a função logarítmica f (x) = log, x, x > 
0, é estritamente crescente. Da propriedade (6) segue que se 0 < а < 1, а função 
logarítmica f (x) = log, x, x > 0, é estritamente decrescente. 


EXEMPLO 2. Esboce o gráfico 
a) f6) = log, x 


bfo) = logy x 


Solução 


a) Domínio de f= (x € R | x > 0). 


x T9 
ШЕ 
2d 
¿| + 
+ (=з 
Е 


EXEMPLO 3. Suponha а > 1. Calcule e justifique. 


a) lim, loga b) lim, logs 
Solução 


а)юых[1 2 3 


Se o limite existir, deverá ser igual a +: 


lim log, x 


Justificação (por е 8) 


Dado € > 0, precisamos encontrar ë > 0 tal que x > 6 = log, x > €. 
Tomando-se 6 = a 


x252x5a 2 log x^ € 


Portanto, 
lim doge += (a>. 
b) Vamos mostrar que 
lim, log, x= —® (veja o gráfico anterior), 


m 
De fato, 
1 
lim, ішке lim log = lim logu 
xk TT e шт, 1, on 
ТЕГТЕР 
Pois, T P 


Deixamos a seu cargo a prova de que f (x) = log, x é contínua. 


Exercícios 6.2 


1. Calcule, 


a) log,, 100 


b) log 16 


o юзу? 


ah logo 3 

e) log, L 

ШЕ) 
9)log,1(a>0eaz1) 


h) log, 243 


. Determine o domínio. 


DI 


вж 
b)g() = 0-1) 
оа) sn C) 
а Го) =108,1x] 


dEl 


зі 


Па0д-1ов,3 


. Ache о dominio e esboce o gráfico, 
a) fo) =log,x 
Буд (д) Inx 


ЕТЕ 


990) -In(x-1) 
ofo =n 
Паб) = іх] 


3)fG)- os] 
таб) = ах 11 
4. Calcule 


a) lim logs 


RA 

à за Wa am ыг 

e) lim [InQx- 1) — In (x 3)] у lim tn E 
ГЕТ ] , 


51 


к} lim [r2 - nO e nj] 


63. OLIMITE 


Já provamos que a sequência de termo geral a, converge para о 


número e (veja 45), isto é, 


dai 


пахн [1+ 


ou seja, 


O aerentia( 


EXEMPLO 1. Verifique que „188 [++] = 
Solução 


Fazendo x= -(t + 1), t 0, vem 


nay 
ut) 


Parax - =, t — +00, assim 


am (+) - 


EXEMPLO 2. Verifique que 


a) lim (1 = b) lim (+ =e, 
ac эе 
Solução 


a) Fazendo h= Ls 


b) Faça você. 


Segue do Exemplo 2 que 


lim (E) 
act 


EXEMPLO 3. Mostre que i, “=! 
ко h 


Solução 
Fazendo u=e*= 1 ou h = In (1 + u) vem 
“ 1 


h (+m I 
Inda 


(h = O= u ~ O); assim 


dA | 1 


[NS 


4 [+ 
nu 
nm (1+1 


2. Sejaa>0,0 1. Mostre que 


7 


DERIVADAS 


74. INTRODUÇÃO 
Sejam fuma função е p um ponto de seu domínio. Limites do tipo 


im LSO 
sp =p 


ocorrem de modo natural tanto na geometria como na fisica. 
Consideremos, por exemplo, o problema de definir reta tangente ao gráfico de / 
no pomo (р, f (p)). Evidentemente, tal reta deve passar pelo рото (р, f (p); assim a 
reta tangente fica determinada se dissermos qual deve ser seu coeficiente angular 
Consideremos, então, а reta sx que passa pelos pontos (р, f (p) e (x, ГО) 


pus 


ға 
Coeficiente angular de s, = LAP, 

8 ip 
Quando x tende а p, o coeficiente angular de sx tende a f (p), onde 


: fon fün 
(yo tim LOL, 
fe хэр Х-Р 


Observe que /(р) (leia: f linha de p) é apenas uma notação para indicar o valor 
do limite acima. Assim, à medida que x vai se aproximando de p, a reta з, val 


Download de livros em pd: 
ар то» pdf -clencias-cxatas logspot.com br 


tendendo para a posição da reta T de equação 


[0] y 


ПЕЕЛЕ 


E natural, então, definir а reta tangente em (p, [(p)) como а reta йе equação D. 

Suponhamos, agora, que s = f (1) seja a equação horária do movimento de uma 
partícula vinculada а uma reta orientada па qual se escolheu uma origem. Isto 
significa dizer que a função f fornece a cada instante a abscissa ocupada pela 
particula na reta. А velocidade média da partícula entre оз instantes t e é definida 
pelo quociente 


LO fin) 
E 


A velocidade (instantánea) da particula no instante t, é definida como o limite 


im £07 fan) 
— 1-а 


vito) 


Esses exemplos são suficientes para levar-nos a estudar de modo puramente 


ar as propriedades do mto im О! И 


72. DERIVADA DE UMA FUNÇÃO 


Definição. Sejam f uma função e p um ponto de seu domínio. O límite 


ш LOS 
— х-р 


quando existe e é finito, denomina-se derivada de f em p e indicase por P (p) | 
ела: f linha de p). Assim | 


Гөу- Jim 


SOS) 
E 


Se f admite derivada em p, então diremos que [ é derivóvel ou diferencióvel em | 
D 


Dizemos que f é derivável ou diferenciável em A C Dy se f for derivável em cada 
p € A. Diremos, simplesmente, que f é uma função derivável ou diferenciável se f 
for derivável em cada ponto de seu domínio. 


Observação. Segue das propriedades dos limites que 


Jin 


Assim 
Тө-іш LE 


Conforme vimos na introdução, a reta de equação 


y =P | 


é, por definição, a reta tangente ao gráfico de f по ponto (p, f (p)). Assim, a 
derivada de Í, em p, é o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de Í no ponto 
de abscissa p. 


EXEMPLO 1. Seja f (x) = ©. Calcule. 


ага) 
юго) 
O, 


Solução 


fon - fa) 


ајчђ= h 


Assim. 


(A derivada de f (x) 


emp 


TO 
D 


азы 


segue que 


Portanto, 


го) 


2x ë uma fórmula que nos fornece a derivada de ГО) = ж, 


= Ро) = 2. 


Observe que f) 
em todo x real. 


с) Segue de (b) que 
ТСЗ) =2(-3) 


EXEMPLO 2. Seja f(x) 
no ponto 


etermine а equação da reta tangente ao gráfico de f 


аа, гау. 
ТЕЗГЕ) 


Solução 


а) A equação da reta tangente em (1, f (1)) é 
[o] == 
fro 


| = гр (шере, ton) = 


substituindo em © vem 


(«= 1)ouy- 2-1. 


У 


Assim y 
а-ға», 
b) A equação da reta tangente em (-1,/(-1)6 


Y EDS PEDO c» 


2x = 1 é a equação da reta tangente ao gráfico de f (x) = ж, no ponto 


»-fcr 


(TE 


Шамы) 


[rino 2p fon- 


substituindo estes valores na equação vem 


y-1=-2(x+1)ouy 


que é а equação da reta tangente pedida. w 


EXEMPLO 3. Seja f (x) = k uma função constante. Mostre que f(x) = 0 para todo x. 
(A derivada de uma constante é zero) 

Solução 

JOA fon 


"бај = lim 
+ 1-0 h 


Como f(x) = k para todo x, resulta f (x + h) = k para todo x e todo h, assim 


dE 
у= lim == lim 0=0, 
Төзе fim == tim, . 
EXEMPLO 4. Seja f (x) = x. Prove que f(x) = 1, para todo x. 
Solução 
Assim: 


Го) =хе Р) =. ш 


EXEMPLO 5. Seja f(x) = /7. Calcule РО). 


Solução 


Assim: 


F2)= lim, 
A 


isto é, 


EXEMPLO 6. Seja 


Calcule, caso exista, P(0). 


Solução 
ШО 
Assim, 
TO- Jim, 


Logo, f(0) existe e /(0) 


EXEMPLO 7. Mostre que f (x) = | x | nào é derivável em p = 0. 


m— 
Баз пој за f 1 о 
x-0 ^ sx |гікх<0 
ai 
lim fer fO, 
Rir = 
logo, im, LEIZ nei, ou seja F üo é eve em 0. Como ПО) não 


existe, o gráfico de f (x) = |x | não admite reta tangente em (0, /(0), 
Sejam f uma função e (p, (р)) um ponto de seu gráfico, Seja s, а reta que passa 
pelos pontos (p, f (p) e (x, f (0). Se P(p) existir, ento o gráfico de f admitirá reta 


tangente T em (p, f (P); neste caso, à medida que x se aproxima de p, quer pela 
direita, quer pela esquerda (só pela direita, se f nào estiver definida à esquerda de p; 
só pela esquerda, se / não estiver definida à direita de p), a reta s, tenderá para а 
posição da reta Т. 


Por outro lado, se, à medida que x tender a p pela direita, s, se aproximar da 
posição de uma reta T, e se à medida que x se aproximar de p pela esquerda, s, se 
aproximar da posição de uma outra reta T, T, # T, então o gráfico de f não 
admitirá reta tangente em (p, f (p)), ou seja, P(p) não existirá. 


[nho derivável em p. 
O gráfico de fapresenta “bico” em 
(p. FU» 


O próximo exemplo destaca uma propriedade importante da reta tangente. m 
EXEMPLO 8. Suponha f derivável em p e seja p (X), x € D, ex * p, dada por 


FO =F) *f(p) (- p) * p (9 (- p. 


Mostre que. 
lim р(х)= 0 
ip 


Solução 


[60 — fip) - Wa р) 


E пер 
ті 
ко 
ако ла | LOL 
К t der 
is 
JO) FOL. pp sque 
Mu aca 
lim p(9=0 
iy 


Observação. Se definirmos p (p) = 0, a igualdade que aparece no Exemplo 8 será 
válida em x = p e a função p (х) tornar-se-á contínua em p. 

Façamos no exemplo anterior E (х) = p (x) (x — p). Então, E (x) será o erro que 
se comete na aproximação de Í pela reta tangente em (p, f P) 


Quando x tende a p, evidentemente E (x) tende a zero. O Exemplo 8 nos diz mais: 
nos diz que quando x tende a p o erro E (x) tende a zero mais rapidamente que x = p, 
isto é, 

Elo 
Р 


© О 


Fica para o leitor verificar que, entre todas as retas que passam por (p, f (P)), а 
reta tangente em (p, f (2) é а única que aproxima f (x) de modo que o erro tenda а 
zero mais rapidamente que х - p. (Sugestão: Suponha que E (x) seja о erro que se 
comete na aproximação de f pela reta passando por (p, f (p)), com coeficiente 
angular m Р), e calcule o limite acima.) 


Exercícios 7.2 


1. Seja f(x) => +1. Calcule 


а) Ға) 
b) ғо) 
9 по 


2. Seja f (x) = 2x. Pensando geometricamente, qual o valor que você espera 
para f(p)? Calcule P(p). 
3. Sejaf(x)=3x+2. Calcule 


а) ҒО) 
b) f0) 
9 ко 


4, Calcule f (p), pela definição, sendo dados 


пре rem 


DE 


ann 


D D 


5. Determine a equação da reta tangente em (p, f (p) sendo dados 


aae 


олш= Een 


an 


6. Calcule f(x), pela definição. 


мә 


DT 


7. Dé exemplo (por meio de um gráfico) de uma função f, definida е 
derivável em В, tal que Р (1) = 0. 


8. Dé exemplo (por meio de um gráfico) de uma função f, definida е 
derivável em R, tal que Р(х) > 0 para todo x. 


9. Dé exemplo (por meio de um gráfico) de uma função f, definida е 
derivável em R, tal que Р (0) < f (1). 


10. Dé exemplo (por meio de um gráfico) de uma função f, definida e contínua 
em R, tal que f (1) nào exista. 


11. Dê exemplo (por meio de um gráfico) de uma função f, definida е 
derivável em R, tal que Р(х) > 0 para x < 1 e f(x) < 0 para x > L 


12.08 exemplo (por meio de um gráfico) de uma funcio f, definida е 
derivável em R, tal que f(x) >0 para x < 0, f(x) < 0 para 0 « x <2 (х) >0 
para x > 2. 


13. Dê exemplo (por meio de um gráfico) de uma função f, definida е 
derivável em R, tal que f (0) = 0e f (1)=0. 


14. Mostre que a função 


2x41 se ке! 
SOT ease rl 


não é derivável em p = 1. Esboce o gráfico de g. 
15. seja ша = | 12 әйелі 


a) Mostre que g é derivável em p = 1 e calcule g (1). 
b) Esboce o gráfico de g. 


2 альо 
26220 


ШЕ 


а) Esboce о gráfico de f. 
b) fé derivável em р = 0? Em caso afirmativo, calcule f (0). 


ЕЗ 


а) Esboce o gráfico de g. 

b) géderivável em p = 12 Por quê? 

18. Construa uma função f : R — R que seja contínua em R e que seja 
derivável em todos os pontos, exceto em -1, 0 e 1. 


19. Construa uma função f : R ~ R que seja contínua em R e derivável em 
tados os pontos, exceto nos números inteiras. 


DERIVADAS DE 


elx 


Teorema. Seja n * 0 um natural. São válidas as fórmulas de derivação 


аугбд = Р) = ne" 
OO tara 
oft) xr fom Етті, em que x > 0 se n for par e x # O se n for 
impar (n 22) 
Demonstração 
DO im EHN, 


[= ЖЕ 


Fazendo x + h = t (t — x quando h ~ 0) vem 


ETE 


lim pner 


Гоје tim 


7 parcelas 


Assim, 
о) = tan oe rl 


m parcelas 


ou seja 


Bytes lim EA py A, 1, 
PE Du h GM 
Por (a), lim EWT" pont Como lim — = E resta 
“у куж" a 
iym nhi 


Portanto, 


Fazendo џ = 417 e ve (s (1—x = u — v) resulta 


F09= lim 


In n 


Assim, para x 0 e x no dominio de f, 


n 


ER 
ou seja 


rosia 


EXEMPLO 1. Seja f (x) = x°. Calcule, 


DI) 
(1. 
әгәр 
Solução 
a) f() = хе 9 fs) = 4x1, ou seja, 


лг, 


ou seja, 


Como Под = ве segue y [1] =a ( 


EXEMPLO 2. Seja f (4) =. 


a) Calcule f(x). 
b) Determine a equação da reta tangente ao gráfico de [no ponto de abscissa 1. 


^, segue f(x) = Зе. 
b) A equação da reta tangente no ponto de abscissa 1 é 


УГ) =) 


эге 


3 


@- 1) ou y = 3x = 2 é a equação da reta tangente no ponto (1, f 


EXEMPLO 3. Calcule f(x) sendo 


DII 


эө) 


Solução 


= ро) =="! = cae 


asia pa 


assim, Ро) = = 


EXEMPLO 4. Seja у) = s. Calcule. 


Solução 


D 


DEJA) = — тенни уч) = 


EXEMPLO 5. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f(x) = Ух no 
ponto de abscissa 8. ы d im 


Solução 
A equação da reta tangente no ponto de abscissa 86 


у-[@8)= (8) 08) 


É a equação da reta tangente ao 


gráfico de f(x) = 


по ponto (8,2). ш 


Exercícios 7.3 


1. Sejaf()- 
а) го) 


b) no 
о го 


2. Calcule g'(x) sendo g dada por 


а) g= 
DES 
E 
4) аб) 
оо) 
DE 
9) абд=х 
DT 


3. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de /0)- 1 no ponto de 


abscissa 2. Esboce os gráficos de fe da reta tangente. 


Determine a equação da reta tangente ao gráfico de fo) = — no ponto de 


abscissa 1. Esboce os gráficos de [e da reta tangente 
5. Seja fiy) = YF, Calcule 


а) го) 
b) га) 
9 fc) 


6. Calcule g'(x), sendo g dada por 


auch 


Б 


7. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f(y) = Y/x no ponto de 
abscissa 1. Esboce os gráficos de fe da reta tangente. 


засва A 


Verifique que r intercepta o eixo x no ponto de abscissa 2p. 


9. Determine a reta que é tangente ao gráfico de f (x) = xº e pararela à reta y = 
Axta 


74. DERIVADAS DE e* e In x 


Teorema. São válidas as fórmulas de derivação 


аго) = e = о) е 
Bet) = In z 


Demonstração 


4)f'G) = lim lim ef le pois, 
t [Dx кз а Е 


(Exemplo 3-63). 


Ini f) ns 
D 


b's lim 
== ж, 


E 


= папи кај = dim Lines == 
uso Sur x 
1 
lim (1 + ua = e (Exemplo 26.3). 


Exercícios 7.4 


1. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f (x) 
abscissa 0, 


e: no ponto de 


2. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f (x) = In x no ponto de 
abscissa 1. Esboce os gráficos de fe da reta tangente. 


3. Seja f(x) = а, em que a > 0 е a7 1 é um real dado. Mostre que f(x) = a* In 


4. Calcule f6). 
a) f(x) 
5) мез 
о ге 
4) где 


5. Seja g (x) = log, x, em que a > O е a # 1 é constante. Mostre que 
1 


aio 


6. Calcule 9) 


а) д(д=1ов,х 
b) 90) =овх 
© 90) =овх 
d) 90) = ах 


75. DERIVADAS DAS FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


Teorema. São válidas as fórmulas de derivação. 


a) senix= cos x. 
b) cosx= -sen x. 

e) gx secs x. 

d) sec = sec x 8 x. 

e) cog = -cosec x 

f) cosec'x = -casec x cotg x. 


Demonstração 


КЕГЕ 
арат tim LEO py bu 
add h ЕЦ h 

у КЕП 
cos (t+ ty = cos x іна й а 2 
brcosx= lim a ох jm т 
р “So h ата т 


| dear 
cure lim HET cx 
E [ELI h 


Fazendo 


x+h (t ~ x quando h — 0) 


ser вох 


TT 


en x cos r 1 


боша muita amem „ „ imita) 
1 à 
k — sec x, resulta 


DITE 


(d) (e)e (f) ficam a seu cargo. ш 


1. Беја f (x) = sen x. Calcule, 


а) го) 


»r(z) 


2. Determine a equação да reta tangente ao gráfico de f (x) = sen x no ponto 
de abscissa 0. 


3. Sejaf() = cos x. Calcule. 


а) КӘ 
DEI 


of 


ar(-t 
4. Calcule) sendo 


а) f()-tx 

b) Го) = есл 

5. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f (x) = tg x no ponto de 
abscissa 0, 


6. Sejaf (x) = cotg x. Calcule. 


а) то) 


or 


PRA Sex cii 
а) g(x) 
ТЕ 


76. 


DERIVABILIDADE E CONTINUIDADE 


A função f (x) = | x | não é derivável em p = 0 (Exemplo 7-72); entretanto, esta 
função é contínua em p = 0, o que nos mostra que uma função pode ser contínua em 
ит ponto sem ser derivável neste ponto. 


AS 


xl é contínua em 0, 
о é derivável em 0. 


Deste modo, continuidade náo implica derivabilidade. 
Entretanto, derivabilidade implica continuidade, como mostra o seguinte teorema. 


Teorema. Se f for derivável em p, então f será contínua em p. 


Demonstração 


Pela hipótese, f é дегі алф), 


ável em р, logo lim 


TAP existe e é igual а P(. 
Precisamos provar que fé continua em p, isto é, que im, (9 =F (P) Temos 


/м-гә- £09 09 py p, 
Iz: 
dai, 
lim (70) fil. lim LOL. im (р) =F09:0=0 
т, ШЕ ее ui 
ou seja, 


lim (f - fp] = 0 
2 


e, portanto, 


lim 70) = fp). . 
«Sp 


Observação. Segue do teorema que, se f não for contínua em p, então f não poderá 
ser derivável em p. 
EXEMPLO 1. А função f(x) 


é derivável em p = 12 Por quê? 


Solução 


[ nào é continua em 1, pois im, /09- 26 diferente de Jim /5) = 1- Como f 
não é contínua em 1, segue que [não é derivávelem 1. m 


Е se rel 
EXEMPLO 2. Seja jt) = 


а) fé contínua em 1? 
b) fédiferenciável em 12 
Solução 


2) im 70) = lim fe) 


Олово, fé contínua em 1. 


b) Como fé continua em 1, Гродега ser derivável ou nào em 1. Temos 


fe) pa. 


00 sexo 


fé contínua em 1, mas não é derivável 
neste ponto: o gráfico de f apresenta um 
“bico” no ponto (1.701) 


EXEMPLO 3. Seja f(x) 


a) fé derivável em 1? 
b) fé continua em 12 


Solução 


" БЕН 
1 
2 exl 


lim, ЛОО О) = іш LAO -2 
э үү sb түсі 


Logo, fë derivável em 1 e f(1) 
b) Como fé derivável em 1, segue que fë continua em 1. ш 
Exerccios7.6 
1 preme 
Seja jim = 
ho саз 


a) fé contínua em 2? Por quê? 
b) fé derivável em 2? Por quê? 


2 [2 sexso 
Seja fu) = 


Е 


a) fé derivável em 0? Justifique. 
b) fé contínua em 0? Justifique. 


3. prex aes 
Seja fu) = 

Lucas көз 

a) Гё derivável em 3? Justifique. 
b) fé contínua em 3? Justifique. 


77. REGRAS DE DERIVAÇÃO 


Teorema 1. Sejam / e g deriváveis em p e seja К uma constante, Entào as 
funções Í + g, Ме f- g зао deriváveis em p e têm-se 


(DD) (f+ 9p) = F(p) +910) 
(D2) (бр) = kf (p) 
(D3) (Г дур) = P(p) 9(р) + f (p) 4). 


Demonstração 


Ш) + ein] —1/(р)+ spl 
= 


gx) et) 


[T 


MESSER] 


(Em palavras: a derivada de uma soma é igual à soma das derivadas das parcelas.) 


(ону) аш, MED ү, nfi 


(y (р) = KF(p). 


"p. 


(Em palavras: a derivada do produto de uma constante por uma função é igual ao 
produto da constante pela derivada da função.) 


DDE- lim LOD- 70) 0) 
E р 


Observe que, pelo fato de g ser derivável em p, g será contínua em р, e, assim, 
lim кх) = 40). 


бе 
(Em palavras: a derivada do produto de duas funções é igual à derivada da primeira 
multiplicada pela segunda mais а primeira multiplicada pela derivada da 
segunda) т 


Teorema 2. (Regra do quociente). Se [e g forem deriváveis em p e se g (p) < 


0, então B será derivável em pe 
n 


POS fu) eu) 
[723 


ae 
(s 


(Em palavras: a derivada de um quociente é igual à derivada do numerador 
multiplicado pelo denominador menos o numerador multiplicado pela derivada 
do denominador, sobre o quadrado do denominador) 


Геран 
Е ув) fn 

(Цо-м TI. yy ense, a 
e esp ap a =p ТЕТІГІ 


Somando e subtraindo fip) g (p) ao numerador resulta 


six- gn 


fu) 
LOAP. у-н) кс 
a | ТТТ 


J'y gn — fin foy 
ІІІ) 


оо + 
(эго) 
ID) EA) (01 Pe 60 + у^). 


DEZE 


) JG) gon уота) 
lee 


Observação. А notação If (x)! ë usada com frequência para indicar a derivada de f 
(9 em x. 


EXEMPLO 1. Seja f(x) = 4xº + x, Calcule. 


аю), 
ыға). 


Solução 
ro = qa tr (DD qa + оду. 
Pela (02), (49) = 4-0ёу = 4-3 = 12. 
Segue 
TG) = (dy + (еу = 126 +2x, 
ou seja, 


То) = 12 «2x 


b) Como f(x) = 12 «2x, segue P(1)= 14. ш 


EXEMPLO 2. Calcule g'(x) em que g(x) = 5xº + 4. 


Solução 


go) = Ie + 4] = (беу + (4). 


Já vimos que a derivada de uma constante é zero, assim, (4) = 0. Como (50) = 


208 resulta 


дод=2ое. = 


EXEMPLO 3. Calcule f(x) em que f(x) 


Solução 


Pela regra do quociente 


+= (+ 3 


ө 15 
Como 
КТЕ 
теша 
у= AA Aa 
го + 
Su . 


«+ 


EXEMPLO 4. Seja f (4) = (32 + 1) e* Calcule ГО). 
Solução 
Pela regra do produto 


fe) = (e + 1) е + (ae + 1) (e. 


Como 


(ағ +1) =6xe (e) 


resulta 
fG) - Ge s Ge + De, 
ou seja, 
POBE m 
EXEMPLO 5. Seja (x) = SEM Calcule W(x). 
Solução 
Pela regra do quociente 
po- (EM MPC serta ТЕТЕ 
у (ет? ДЕ 
Assim, 
T “ 
аж 
EXEMPLO 6. Seja (x) = + In x. Calcule PG. 
Solução 
10m «оу + базу = зе +, 
ou seja, 
fada 
s . 


EXEMPLO 7. Sejam f, f, ..., fu п > 2, funções deriváveis em p. Prove, por 
indução finita, que f, + f, +... + Í, É derivável em pe que 


RE tm p= = tf 


Solução 


1) Para n = 2 é verdadeira (01). 
ii) Seja k = 2, De 
р МАКЫ ЫН 


segue que se a afirmação for verdadeira рага n = k também o será para n 
l. 


EXEMPLO 8. Calcule a derivada 


ауе) 384 Тата Бес = 2 + 


Solução 


7 LN resta pnr 45 
DAS а жауғау-із Set 


Assim, 


[T 


ou seja, 


Exercícios 7.7 


1. Calcule РО). 


пруга 


үш maet VE 
nra = 23 

ийне LE 
эле = Ма + NE 


morir ве + ДЕ 
+ bi? + с + k, em que b, c e k são constantes, 


Seas) L Determine a equação dé rea tangente so gráfico de g no 
per (1 1). 


3 seja у 1. 


а) Determine o ponto do gráfico de / em que a reta tangente, пече ponto, 
зеја paralela ao eixo x. 


b) Esboce о gráfico de f. 
4. бојар) = 3 +1, 


а) Estude о sinal de f(a) 


b) Calcule fim f0 е dim fin. 


€) Utilizando as informações acima, faça um esboço do gráfico de f. 


5. Mesmo exercício que o anterior, considerando a função f (x) = x° + X° — Sx. 


6. Seja fO) = X + 3x. 


а) Determine а equação da reta tangente ao gráfico de f no ponto de abscissa. 
o. 

b) Estude o sinal de f(x). 

€) Esboce o gráfico de f. 


7. Calcule (4) em que f (x) é igual a 


8. Беја g) = —— 


а) Determine os pontos do gráfico de g em que as retas tangentes, nestes 
pontos, sejam paralelas ao eixo x. 
b) Estude o sinal de 909. 


c) Calcule, lim, 2092 Um g6) 


d) Utilizando as informações acima, faça um esboço do gráfico de g. 


9. Calcule f(x) em que f (x) é igual a 


PES 
diens 

m 
oH = 

ГЕ xem 
y ZE lo osx + sms 
va ” cen 
i sex jen Sseex 
Dxcoga Areco 
má aa 

E r 
ШЕТТЕ; ШТ. 


е ЕЗІ 
то емее yt 


10. Seja f (x) = sen x + cos x. Calcule: 


а) то) 
b) ro 
9) Ро) 
а) fe) 


11. Seja f (5) = sen + cos x, 0 < x < 2. 


а) Estude o sinal de P (a). 
b) Баба um esboco do gráfico de f. 


12. Calcule f(a). 


m Bf o) = d+ Sina 
mE ato 
š ; өзі 
өгө = P cet уд = 
5 MO 
0/0) =4 + SP ах br = у 
d dur EE 
E 
буку EZ мө= 


x m 


13. Sejam f, g e h funções deriváveis, Verifique que 


Lf e) аб) 8041 = ро) аб) h (x) + F) 969 h (х) + Год 909 809. 


14, Calcule F'(x) sendo f (x) igual a 
а) xe'cosxb) 
b) х (cosa) (1+ а) 


0) esenxcosx 
Фа еа 


78. FUNÇÃO DERIVADA E DERIVADAS DE ORDEM SUPERIOR 


Sejam f uma função e А o conjunto dos x para os quais f(x) existe. A função f : A 
= R dada por x += f(x), denomina-se função derivada ou, simplesmente, derivada 


de f; diremos, ainda, que f é a derivada de 1.º ordem de f. A derivada de 1º ordem de 
[é também indicada por f^ 

A derivada de f denomina-se derivada de 2: ordem de f e é indicada por f” ou 
por f”, assim, f” = (РУ. De modo análogo, define-se as derivadas de ordens 
superiores a 2 de f 


EXEMPLO 1. Seja f (X) = 3xº — 6x + 1, Determine P, P" ef". 


Solução 
109 - 9e - 6, para odo x; assim D, = R. 
Ро) =, para todo x; D, 
ган, para todo x; D . 
БЫ 
EXEMPLO 2. Seja f(x) = 
| 


Esboce os gráficos de fe f. 


Em 1 devemos aplicar a definicio (se vocé já desenhou o gráfico de f, deve estar 
prevendo que /(1) nào existe) 


fi- fü 
1-1 


dai 


lin 100-70 fi) - £a) 
m ZI as =i 


Logo, f não é derivável em 1, isto é, P(1) ndo existe. Portanto 


lo se > 


Exercícios 7.8 


1. Determine f, P" e F°. 


adam ml 


3, Determine a derivada de ordem n. 


а) foe 

b) Го) = зех 
€) Го) = cosx 
a) Го) = тх 


7.9. NOTACÓES PARA A DERIVADA 


Frequentemente, usamos expressões do tipo y = f (x), s КУ) etc. para. 
indicar uma função. Em y = f (x), y é a variável dependente e x a variável 
independente; em 5 = ft), s ба variável dependente e t a variável independente. 


Se a função vem dada por y = f (9) a notação, devida а Leibniz, 4% (leia 


derivada de y em relação a x) é usada para indicar a derivada de f em +; 4 
De acordo com a definição de derivada 


dy 
ds 


» жао - го) 
азо A 


Observe que o símbolo Ax (leia: dela x) desempenha aqui o mesmo papel que o 
Fazendo Ay = (x + Ax) - ГО) resulta 


loge 2 
2-6,2 


Jaran 


Anotação]  — 6 usada para indicar a derivada de. 


E 
NEL 
% 


(дет 


Usaremos, ainda, a notação £ para indicar a função derivada de 
! : Loy 
Adeivaddey f0) em x seri no nica or OE 
y = ГО), рог (0s) = 2000, 
— C" Á— para 
ção f р fo. Bere p: 


indicar 0). 


Pela definição de derivada 


а ~ 
Ф tim À етшед = + AN- f) 
d Aio М L i ds 


EXEMPLO 1. Seja у = 5xº + xº, Calcule a derivada, 


Solução 


ISP ax 


Assim, 


Observe que o símbolo - aplicado a 5xº + x indica a derivada de 5xº + °, em 


d 
relação a x, Da mesma forma, a notação (5xº + xº) indica a derivada de 5 + X°, em 
relação ax. 


EXEMPLO 2. Calcule = sendo s = 


Solução 


ou seja, 


Aqui as паде 4. 


ж 


relação a 


EXEMPLO 3, Seja y = i Calcule Z2. pela definição 


Solução 
Façamos f(u) = P, Assim, 
+ im Latan " 
di m du 


EXEMPLO 4, Calcule. 


doo d 

E-a ng eosa 
d d 

9) T ne su aL uig 
FL | ДР 

Solução 


4 КЕТЕ 
o iy - sul = Suy = 2 


4 2 
2) 5 gu = (иу = gu + use? u 
AS 


EXEMPLO 5. Seja x = 8 sen t. Calcule, 


Assim, 


de 
E =1(2 sent + reos) 
dr 


É muito comum a notação y = у (x) para indicar uma função; observe que nesta 
notação a letra y está sendo usada para indicar a função € ao mesmo tempo a 
variável dependente. 


EXEMPLO 6. Sejam u = и (x) e v = v (x) funções deriváveis num mesmo conjunto 
A. Segue das regras de derivação que para todo x em A, tem-se 


dy 
пуну Y 


D ж 
de 
oy E 
р dx 

ay 0 cmtodox € А, com у(х) # 0. . 
vus 


EXEMPLO 7. Seja у = i? em que и = u (x) é uma função derivável. Verifique que 


ж 
Seiução 
m TE 
а а 
маш, 
Doado . 
dx de 


EXEMPLO 8. Calcule Sem que y - (о + у): 


Solução 
Façamos u = x° + 3x, Assim, 
y 


=1º, em que u = x + 3x. 
Pelo exemplo anterior, 


de 


ж 


por 


М + 3e] = 2e + 3 segue que 
а а i ins 


d 


зө? 830 QE з) 


ж 


Observação. Vimos, no Exemplo 7, que sendo y = 


resulta É = y, di 
a ar 


com u = u (x) derivável, 


Por outro lado, y 


ој i 
» ша 


em que deve ser calculado em u = u (i). Provaremos mais adiante que esta regra 
, conhecida como regra da cadeia, é válida sempre que y = y (u) e и = u (x) forem 
deriváveis. 


А seguir, provaremos 


um caso particular. т 


EXEMPLO 9. (Regra da cadeia: um caso particular). Sejam y = f(u) e и = g(x) 
funções deriváveis e tais que, para todo x no domínio de g, g(x) pertença ао 
domínio de f. Suponhamos, ainda, que 

Au gx Ax) - 969 #0' 


para todo x ex + Ax no domínio de g, com Ax 0. Nestas condições, a composta y = 
КС) é deriváve е vale a regra da cadeia 


em que deve ser calculada em u = 0%). 


du 
Solução 
Ф па LEOA AM л) 
ara Ar 
= im LISA ADO FO), кө + Av) – en 
зө «А м 
Temos 
ES "E 
n ES moy 


(x + Ax) - g(x) resulta. 


im JG AD) FOO) pm fet AD- fü) 
Aro FAO) мз da 
ESE 


Taro du du 


em que deve ser calculada em u = g0). Assim 


dy du 
шақ 


Observação. De £ 


E, 


ou seja, 


бај у =1(9.Arougio (%) га da pr ina dead 


da 


segunda ordem de f, em x, isto é, Fx). A derivada de 3º ordem será, 


também, indicada por LY = 4 


A ( Èy |e assim por diante 
ас de > 


EXEMPLO 10. Seja у = 3? - Би + 2. Calcule 


o, que é o valor da derivada segunda em x = 0. ш 
D 


EXEMPLO 11. Seja y = x em que x = x (t) é uma função derivável até a 2º ordem. 
Verifique que 


i 
mi 

5 
TL TI ур к, 
dê ағы 
Solução 


a) Observe que x é uma função derivável de t, Pela regra do produto, 


ou seja, 


# a Ж 
4 7 
B) Temos: 
E 
de 
ouseja, 


Exercícios 7.9 


1. Calcule a derivada. 


ae b constant 


T T 


3, Seja y = Ex, em que x = x () é uma função derivivel. Calcule 
E 
4 


ex=3parat=1 (isto é x (1) = 3). 


4. Considere a função y 
de 


ж 


^, na qual x = x(t) é uma função derivável. Calcule 


stent que 


а a7 3e que x (2) =1 (о éx = 1 para 1 =2). 


5. Considere a função у= 


E 
а 


que t está sendo olhado como função dex) 
П 


na qual t = t (3) é uma função deriváve. 
um a 69 ç 


pns n" 


6. Seja Verifique que + ж +2=0 


K constante. Verifique que Ë 


Seja 
a FIT de 


8. Calcule a derivada segunda. 


а) у=ё+?х-3 


d) y-tlnt 


= 


ba 
2 Verfiqueque з 23 


15. Seja y = x, em que x = x (0) ë uma função derivável até a 22 ordem. 
Verifique que 


16. Suponha que x 


үш 


dr 


а 


7.10. REGRA DA CADEIA PARA DERIVAÇÃO DE FUNÇÃO 


COMPOSTA 


Sejam y = f (X) e x = g (0 duas funções derivávei 


com Img C D, Nosso 


objetivo, a seguir, é provar que a composta h (i) = (902) é derivável e que vale a 
regra da cadeia 


o 


ҮҮ 


Antes de passarmos à demonstração de 
notação de Leibniz. Temos 


Sendo a composta dada por y = (600), segue de © que 


Dn , 
D res) 
a TEE 


E го) em quex e кй) 
20. em que 


Assim, 


Paspas 


em que deve ser calculado em x = 0. 


Suponhamos у = f (x) derivável em p, х = (t) derivável em t, com p = g(t,), e 
Img C D, Seja h (t) = |00). Vamos provar que 


ка) = P'(g(t.)) 404). 


Para isto, consideremos a função Т dada por 


То) = fip) + Pp) (х - p). 


Observe que o gráfico de Té а reta tangente ao gráfico de f, em (p, (р)). Temos 


fé) = TG) + Е) 


2 term 


LIA 


em que E (X) £o erro que se comete ao aproximar f(x) por T (s). Conforme vimos 
no Exemplo 8 da Seção 72, E (x) = p (3) (x = p), x € D, onde lim, Р) =0 = р(0) 


Fazendo em (2 x = 40) e p = g(t)e, em seguida, dividindo ambos os membros por t 
= ty (17 1), obtemos 


ей)» 
Dy 


fit) ш) , Ее» 


я in 
sre 5 


Temos 


(n 


П 
іт аа $0809 — rt (y g'i. 
1% ТЕГІ 


Por outro lado, de E (x) = p (х) (x — р) segue Е (90) 
Temos 


Plato) (att) — a). 


lim p(g0)= lim рб) - 0 


© m 
ы 
E цу OT E) a. сө 
аа алі ho 
Portanto 
ну = tim POMO pm LED GOD L f r) g (о) 
гш ж ш: 


7.11. APLICACÓES DA REGRA DA CADEIA 


Pelo que vimos na seção anterior, sendo у = f(u) e u = g(x) deriváveis, com Img 
C D, então a derivada da composta y = f(g(x) é dada por 


dy " 
Em 


a 
PII TE 


em que deve ser calculada em u = qi) 


EXEMPLO 1. Calcule a derivada. 


a) y = e. 


b)y-sent. 


Solução 


a) y = e", em que u = 3x. Pela regra da cadeia 


dy du 


ағын 
Como $ -oe d cel 
PEE" 
Lr: 
a a 


b) y = sen x, em que x =t. Pela regra da cadeia 


de dv de 
dr dedi 
resulta 
® 5 


ом seja 


Poderiamos, também, ter obtido É aplicando diretamente a fórmula [f(9(0)1' = f 


dr 
ө) 900). Veja: 


dv NETT diss 
À = sen PY = se P (ÊY = cost . 
S Fen PY [ 


EXEMPLO 2. Calcule f(x), sendo 


a) 0) = Qv + D. 
5) ГО) = cos 3x. 


Solução 
a) [() = 4º, em que u = 3 + 1. Temos 


ro Zi ad & - узд кө 


ou seja, 


То) =18x (3e +1), 


b) P(x) = [cos Зх] = cos 3x (30) 


Ззеп3х. т 


EXEMPLO 3. Calcule St sendo y= In (è + 3) 


Solução 


ou seja, 


de 
а 


Тем!) 


Solução 


Pela regra da cadeia 
40) = f(cos x) (cos sy 


ou seja, 


46) = —sen x (cos x). 


ж 
3 


EXEMPLO 5. Suponha g derivável. Verifique que 


hagon - £83 
Рава о 
Solução 
a) y = e", u = д0), 
dy du, du de 
de^ dude da Та 
Assim, 
Pes 
De 


n 


ou seja, 


b)y- Inu u-g() 


dy 
di 


(© e (d) ficam aseu cargo. т 
EXEMPLO 6. Seja у = х? e”. Calcule a derivada. 
Solução 


Pela regra do produto, 


dy hr де. A 
ду grege 
d = Oy «зу 
Como (x) = 2x e (e) = e™ (3x) = 3e" resulta 
зена аи 
dy ES 
Ф ер 
F^ E d. 


EXEMPLO 7. Seja y = 


Solução 


dy 
а 


Ae 4 que дег: 


EXEMPLO 8. Calcule LY sendo у = cos Sx. 
dé 


Solução 


cos 5 


EXEMPLOS, Calcule б. 


{2+3 


Fe 
а E ат) ба 


Сото 


Ada _ -42-24+1 


[ES [T EXT, 


resulta 


Assim, 


FEES 
ENEE 


EXEMPLO 10. Seja g derivável e n = O inteiro. Verifique que 


A 


o a 
Solução 
ају заћи =969. 
dad un P ры 
= = UII x) 
а ти“ t dy шы 


ou seja, 


È onga a ato. 
dn * 


b) Fica a seu cargo. т 


EXEMPLO 11. Seja f: — R uma função derivável até a 2º ordem e seja g dada 
por g(x) = f (€). Calcule g” (2), supondo (4) = 2 ef" (4) = 3. 


Solução 


g") = [2x P CEN = (2ху Гос) + 2x PT. 
Como [P = Р) (е) = 


PG) 2x, resulta 
#'од=2 6) + аё roo) 
Então, 

42) = 2 f(4) + 16f'(4) 
ou seja, 


q-sh a 


EXEMPLO 12. A função diferenciável y = f (x) é tal que, para todo x € D, 
жо) + sen f(9) = 4. 

Mostre que. 

-fò 


e= =E. 
f x + cos fix) 


para todo x € D, com x + cos f (x) 0. 


Solução 
ГО) + senf (х) = 4. 
[f 00] + senf (9I = 0. 

FG) xf (9 * [eosf001- Ро) = 0 


dai 
Ро) Ix + cos FG] = РО), 
ou seja, 


-/%) 


x+ cos Йа) 


fa) 
em todo x € D comx+cos 0) 20. w 


EXEMPLO 13. Seja y = x°, em que x = x(t) é uma função derivável até a 2* ordem. 
Verifique que 


Solução 
bd ad 
ава 

шиша 
Dot 

аа 
de 
а 
Goma 


de d (dx) 


rari 


resulta 


ou seja, 


Exercícios 7.11 


à 


Determine a derivada. 


фу = eos Se 
ФТ = cos ak 
Ран 
СЕ 


југ йеті 


m= = 
оро = dt 
qaa) = +3) 
ауе +e 
PEE 


Seja f: R - R derivável e seja g(r) = ДЕ + 1). Supondo /(2) = 5, calcule g 
10 


Seja f: R — R derivável e seja g dada por g(x) = (e^). Supondo f(1) = 2, 
calcule 900). 


Derive. 


ШЇ 


bra 
раб 
туе ет 
mæt а өу=ү ей 
фу-хиби+ђ фу- Па се + DP 
пу Ingse x+ що dy 
ni atoz 
4 sen? x Li dre 


Calcule a derivada segunda. 


c) sem a, w constante 


E] 


my RE! 


Seja g: R ~ R uma função diferenciável e seja f dada por f(x) = x g (5), 
Verifique que 


Ро) = 902) + 2e ge). 


7. Sejag: IR - R uma função diferen 
Calcule P(1) supondo (1) = 4 e g'(1) 


8. Sejag:R ~ R diferenciável tal que 41) = 2 e (1) = 3. Calcule [(0), 
sendo f dada por f (x) = e" g (3x + 1). 


9. беја f: R — R derivável até a 2º ordem e seja g dada рог g(x) = Кез). 
Verifique que 


тод) = 4e" [P(e") E) 
Seja y = е”, Verifique que P. ду – 0. 
ad 


Lao, 
ad a 


Seja у = хе”. Verifique que. 


Determine а de modo que y = e" verifique a equação 2 4, =0. 


13. Determine а de modo que y = e" verifique a equação LY. 


a 


14. Seja y = e”, em que a é uma raiz da equação 2º + ай + b = 0, com a e b 
constantes. Verifique que 


Em 
rar: 


15. Seja g uma função derivável. Verifique que 
а) [6909] = sec glx) - 90 

b) [sec go]! = seca(x) 18 g6) ` 00 

€) Icotg g00] = -совес 409-000) 

d) [созес 409] = -cosec g(a) со 009-400 


E 

cosec 2x 

tg dx 

In (sec 3x + tg Зх) 
x sec 

C + сощ хр 

ga 


17. Seja у = cos et, о constante. Verifique que 


У душ, 
p 


18. Seja y 


EI 


19. seja Verifique que 


dy 
1-923 
up 


21. Seja y 


22. Seja у = y (x) definida no intervalo aberto Ге tal que, para todo x em 1, 


de 
E 


Verifique que, para todo x em I, 


23, Seja у = f (X) uma função derivável num intervalo aberto 1, com 1 € 1. 
Suponha f(1) = 1 e que, para todo x em 1, РО) = + [f GYP. 

а) Mostre que f(x) existe para todo x em 1 

b) Calcule P(1. 


€) Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f no ponto de abscissa. 
1 


24, Seja у = y (r) derivável até a 2º ordem. Verifique que 


D 


35. seja em que x = (0 é uma função definida e derivável em R, 


Verifique que, para todo t real, 


Dn 


26. seja y 


3 em que x = x (t) é uma função derivável num intervalo aberto 1 
Suponha que, para todo t em 1, «(n +00 2 


«у ње 5 
PT 


В constante, Verifique que 


27. Seja f uma função diferenciável e suponha que, para todo x € D, 3xº + x sen 
vien JO) 


"y 


Го) = 2. Mostre que ^i = 
(920. 


para todo x € D, com x cos f 


28. А função diferenci: 
é solução da equação ху? + 2xy" + x = 4. Sabe-se que [ОЈ 


el y = f (x) é tal que, para todo x € D, o ponto (x, (49) 
Calcule f(1). 


29. Seja f: Jer, rl — R uma função derivável. Prove 


а) Se f tor uma função impar, então f será par. 
b) Se f for função par, endo f será impar. 


30. Seja g : R ~ R uma função diferenciável tal que 902) = 2 e 92) = 2. 
Calcule Н(2), sendo H dada por Н (x) = g(g(g(x)). 


7.12. DERIVADA DE f (xy? 


Sejam Ге g duas funções deriváveis num mesmo conjunto A, com f (x) > 0 para 
todo x € A. Consideremos a função definida em A e dada por 


уз год", 
Aplicando In aos dois membros obtemos 


Iny=909 In ГО) 


y= ema, 
ou seja, 
[aym = еч шы, 
Então, 
fonte] = esten алута GUT 
e, portanto, 


LORO ln peor 


EXEMPLO 1. Calcule a derivada. 


ay=x. 
b)y=3" 


Solução 


axe 


(vy ze" (nay = (их + 1), 
ou seja, 
[zm 
b) 3x = e" wa, 
Gysen: (x n 3). 
Como In 3 é constante, (x In 3) = x° In 3 = In 3. Assim, 


G= 33. ш 


EXEMPLO 2. Seja a > 0, а # 1, constante. Mostre que, para todo x, 


(a) 


Solução 


nm 
(ау = e" (x In a. 
Como (x In a) = x In a = In a, resulta 
стопа и 
EXEMPLO 3. Seja а uma constante real qualquer. Mostre que, para todo x > 0, 


(a 


Solução 


ж-е 


e" (a Ina). 


Sendo a constante (a In x) 


(us = Eta, 


(y uat. E agunt . 


EXEMPLO 4. Calcule a derivada. 


ШЕ) 
b)y- 8 *log,x. 

Solução 

af’ = 402 272—1, x 0. 


b) Pela fórmula de mudanga de base, 


logar 


(8º logo x) 


1. Calcule a derivada. 


p [EE 
DLE aysar 
p Жақай 
бу=а + жалу”? mrenata 

P me 


2. Sejam [e д deriváveis em A, com f (x) > 0 em A. Verifique que, para todo x 


ema, 


LOPD = ууй 


Ф 


1) tn fir) gio) feri! уча) 


Observe: © é a derivada de f (x), supondo f constante; € a derivada de f (ај, 
supondo g constante. 


3, Utilizando o resultado obtido no Exercício 2, calcule a derivada. 


+ md 


7.13. DERIVAÇÃO DE FUNÇÃO DADA IMPLICITAMENTE 


Consideremos uma equação nas variáveis x e y. Dizemos que uma função y = f 
(A) é dada implicitamente por tal equação se, para todo x no domínio de f, o ponto 
(x, РО) for solução da equação. 


EXEMPLO 1. Seja a equação хе +° = 1. A função у= „ji 
pela equação, pois, para todo x em [-1, 1], 


dada implicitamente 


Perg 


Observe que a função y = — 1 — x? é, também, dada implicitamente por tal 
equação. 


EXEMPLO 2. Determine uma função que seja dada implicitamente pela equação y" 
жау-150, 


Solução 


A função 


é outra função dada implicitamente por tal equação. т 


EXEMPLO 3. Mostre que existe uma única função y = f (x), definida em Ë, e dada 
implicitamente pela equação y! + y = x. Calcule (00), А10) e f( 2). 


Solução 
A função g(y) = у? + y é estritamente crescente em ® (verifique), contínua, com. 
іт б += e lim (+=, Segue do teorema do valor 


intermediário que para cada x real existe ao menos um número y tal que 
o Pese 


Como g 6 estritamente crescente, tal y é o único número real satisfazendo @. А 
função f, definida em R, e que a cada x associa f (X), em que f (x) é o único real tal 
que 


(год + ГО) 


é a única função definida em R e dada implicitamente pela equação. 


Cálculo de КО) 
IROI + AO) = 0 = Ко) 1000) + 1] = 0; 
ко) - 0. 
Cálculo de f (10) 


WOO) + 10) = 10; 


deste modo, [(10) é raiz da equação у? + y = 10. Como y = 2 é a única raiz, resulta 


као) =2. 


Cálculo de f (72) 


К 


2) é a única raiz da equação у + y 
12 


EXEMPLO 4. Seja y = f (x), x € R, а função dada implicitamente pela equação у? + 
y = x. Suponha que f seja derivável, 


a) Mostre que ју = — 
) Mostre que = улугу 

b) Determine а equação da reta tangente ao gráfico de [no ponto (10, (10), 
Solução 


а) Como у = f (х) é dada implicitamente pela equação у? + у = x, segue que, para 
todo x, 


Год + fe) =x 
ай 
4 igo nois da 
аго? fo wn 


Assim, 
3IF GP PG) +0) 71 


e, portano, 


TOt 


Poderíamos, também, ter chegado a este resultado trabalhando diretamente com 
aequação y + y = x: 


COME 
E 
uel 1 а 


Como 8, 


e, portanto, 
ас љут 
b) A equação da reta tangente ao gráfico de fem (10, 10у) é 
y f00) = f0) (= 10) 
710) =2 (veja exemplo anterior) 


1 
ES 


ЕШ 


Substituindo na equação acima, obtemos 


Les 
13 


EXEMPLO 5. A função y = f (x), у > 0, é dada implicitamente pela equação xº + y? = 
4. 
a) Determine f (x). 


b) Mostre que + y # — o para todo x по domínio de f- 


с) Calcule 


Solução 


алау 


b) Para todo x no domínio de f 


Como Leo 


ou seja, 


d 
ад De x + y É = gobtemos © 
s: dy dx 


Consideremos a equação sen y = x. No intervalo F | а função sen y é 


estritamente crescente e continua. Assim, para cada x € [-1, 1] existe um único 


БЕ  ыемву-х Pois bern, а finção y = y (1) definido implicitamente 


por essa equação e que a cada x € [-1, 1] associa у= 


= | € denominada 


+5 


Observe que o domínio da função arcsen é o intervalo |-1, 1] е a imagem о 
x supondo que tal derivada exista. (Veremos mais adiante que у = arcsen x é de fato 
derivável em ]-1, 11) 


função arco-seno e é indicada por у = arcsen x. Assim, para y 


seny 


y arcsen x. 


intervalo No próximo exemplo, vamos calcular a derivada de y = arcsen 


EXEMPLO 6. Supondo que y = arcsen x seja derivável em 1-1, U, calcule 4. 


Solução 


Temos 
ы 

e, prano, LL -#<у<# ре ау ауу] 
segue cos y = A — sen? y. Lembrando que sen y =x, resulta 

Assim, 


Consideremos, agora, a equação tg y = x. No ішеміз |-5 НІ а funcio tg y é 


estritamente crescente е сойш Além о, 
lim у= +6 Іш ‚шу = = Segue que para cada x € R existe um único 


| 


equação e que а cada x € associa ye | 


al tal que tg y = x, А função у = y (x) definida implicitamente por esta 


| é denominado função arco 


tangente е 6 indicada por y = arctg x. Assim, para ye |— Z. z[ 


шу=х=у=шсщх. ш 


No próximo exemplo, vamos calcular a derivada de у = arctg x supondo que tal 
derivada exista. (Veremos mais adiante que y = arctg х é derivável em R.) 


тең x derivável em R, calcule 5, 


EXEMPLO 7. Supondo y - 


Solução 
Temos 
4 4 
ue ДЇ 
daí 
22% 
(ey E 
ж 


leg y e1g y =x, resulta 


dy 
e, portamo, © = 
M а 


Assim 


(arte s) 


EXEMPLO 8. Calcule a derivada 
3) y= 

у= (aens 

Solução 


3) Você aprendeu na seção anterior como derivar tal função. Vejamos, agora, outro 
processa para derivá-la, 


y= = Iny=x In (> 0) 


о que significa que y = x” é dada implicitamente por In y = x° In x. Temos 


dii 
IT 
ou seja, 
у =y Benxi] 
Portanto, 
d à : 
Cote mata 
Ж туға) 
D у= Jaresen у ey? marcar Assim, а função 


implicitamente por у? = arcsen x. Temos 


БЕЛГІ 
ae 1—4! 1 


ш 


ou seja, У" 


Exercícios 7.13: 


1. Suponha que y 


3 


dada 


f) seja uma função derivável e dada implicitamente pela. 


equação 


х°+у+х=1, 


21-0090 em todo x € D, com 2x fa) + 1 20. 


ЕТПЕН 


Mostre que [^is 


2. Determine uma função y = f (x) que seja dada implicitamente pela equação 
ху +у+д 1 
3, A função у = f (x) é dada implicitamente pela equação xy + 3 = 2x. Mostre 


que x É > - y. Calcule 
т de dele 


4. Expresse 2 em termos de x е de y, em que y = f (x) é uma função 
diferenciável dada implicitamente pela equação 
ae- 
Бу tey=xa 
суху +2у=3 
Фузутх 
орау =з 
ШАҒА 
perra 
h)xy tay=2 
D хе+лу=3 
Dy*ln(ésy)-a 
D 5y+cosy=ay 
may +seny=x 


5. A função у = f (a), y > 0, é dada implicitamente por x° + 4y* = 2. Determine a 


equação dara nene grafo de. no pom de dicis L. 
Zu 


Determine a equação da reta tangente à elipse 
ay 


1, no ponto (x, 
Idy 70. 


7. Verifique que уух %қу = 2 é a equação da reta tangente à curva xy = 1 no 


ponto (xy X» 0. Conclua que (x, y) é o ponto médio do segmento АВ, 
em que А e B slo as interseçóes da reta tangente, em (x, у), com os eixos. 
coordenados. 


8. Suponha que у = f (x) seja uma função derivável dada implicitamente pela 
equação y" + 2x)? + x = 4. Suponha, ainda, que 1 € D, 


a) Calcule f(1). 
b) Determine a equação da reta tangente ao gráfico de Í no ponto de abscissa 
1 


9. A reta tangente à curva үз +45 = 1, по ponto (xy Yo), Xy > 0 e y, > 0, 
intercepta os eixos x е y nos pontos À e B, respectivamente, Mostre que а 
distância de Ае B não depende de (x, y). 


10. A reta tangente à curva xy —x'=1 no ponto (x, Yo) x, > 0, intercepta o eixo 
y no ponto В. Mostre que a área do triángulo de vértices (0, 0), (x, y.) e В 
nào depende de (x, y.) 


11. A função у = f (4) é dada implicitamente pela equação Зу + 2x7 = x° = 3 
Sabe-se que, para todo x € D, f () > e que f admite uma reta tangente T 
paralela à reta Sy = x = 2, Determine T. 


7.14. INTERPRETAÇÃO DE E COMO UM QUOCIENTE. 
DIFERENCIAL 
Aw aqui, tem sido visto como uma simples notação para а derivada de y = f 
(X). O que faremos a seguir é interpretar “Y como um quociente entre dois 


d 
acréscimos, Inicialmente, vamos olhar para dx como um acréscimo em x e, em 
seguida, procuraremos uma interpretação para o acréscimo dy. 

Sabemos que f(x) é o coeficiente angular da reta tangente T, no ponto (x, ГО), e 


que. 709 Se olharmos, então, para dy como o acréscimo na ordenada da reta 


ur 


tangente T, correspondente ao acréscimo dx em x, teremos & 
ж 


fo. 


dy- fe) dx 


Observe que. 


Ay 


(x dy) - f) 


6 o acréscimo que a função sofre quando se passa de x a x + dx. O acréscimo dy 
роде então ser olhado como um valor aproximado para Ay; evidentemente, o erro 
“Ay - dy" que se comete na aproximação de Ay por dy será tanto menor quanto 
menor for dx. 

Fixado x, podemos olhar para a função linear que a cada dx € B, associa dy € 
R, em que dy = f(x)dx. Tal função denomina-se diferencial de f em x, ou, 
simplesmente, diferencial de y = f (x). 


EXEMPLO 1. Seja y = x°. Relacione Ay com dy. 


Solução 


de 
dr 


Assim, a diferencial de у = x° é dada por 


Рог outro lado 


ou seja, 
Ay = 2x dx + (di)? 

e, portanto, Ay - dy = (dx. Observe que, quanto menor for dx, mais próximo estará 

dyde Ay. w 


EXEMPLO 2. Seja A = nr, Calcule a diferencial de А = А (r). Interprete. 


Solução 


A diferencial de A = лг? é dada por 
dA= алт dr. 
Interpretação 


А = nr: é a fórmula que nos fornece a área de um círculo em função do raio r; 


dA = 2nr dr é então um valor aproximado para o acréscimo АА na área A 
correspondente ao acréscimo dr ет г. 


а 


Observe que ДА é a área da região hachurada e que dA = 2лг dr é a área de um 
retângulo de comprimento 2лғ (2ar é o comprimento da circunferência de raio г) е 
altura dr. Vamos calcular o erro que se comete na aproximação 


o м 


ar dr 


AA = (г + dr — nP = 2nr dr + n (dr 
dai 
AA- dA - (dry. 


Deste modo, o erro que se comete na aproximação O é igual a л (dr), que é a 
área de um círculo de raio й. т 


EXEMPLO 3. Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado para o 
acréscimo Ay que a função у = x° sofre quando se passa de x = 1 a 1 + dx = 1,001. 
Calcule o erro. 


Solução 


A diferencial de у = 


dy=2xdx. 


dy dx 
Como dx = 0001, resulta que 
ау = 002 
é um valor aproximado para acréscimo 


у= (1,001): 


O erro que se comete na aproximação Ay = dy é igual a 0,000001. Observe que 1 
+ dy = 1002 é um valor aproximado para (1,0017; com erro igual a 10% ж 


EXEMPLO 4. Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado para „TOT. 
Avalie o erro, 


Solução 


Consideremos a função y = ./x , Primeiro vamos calcular dy para x = 1 e dx = 
өші. 


Temos: 


"P 
porn, у= 541 -одоз para de = 001. Asin, 1 + dy 1005 é um valor 


aproximado (por excesso) de „1:01. Como 1,004 é um valor aproximado por falta 
(1004) < 1,01) segue que 


005 


Eoi 


com erro, em módulo, inferior a 0,001. ж. 


Exercícios 7.14: 


1. Calcule a diferencial 
дут 
ду 
фу 
2. SejaA=P,1>0, 


а) Calcule a diferencial. 

b) Interprete geometricamente o erro que se comete na aproximação de AA 
por dA. (Olhe para А = Р como a fórmula para o cálculo da área do 
quadrado de lado 1.) 


3 sejav= 


a) Calcule a diferencial. 
b) Interprete geometricamente dV, (Lembre-se de que V é o volume da esfera 
de raio r e que dr é a área da superficie esférica de raio г) 
4. Sejay=x + 3x. 


а) Calcule a diferencial 
b) Calcule o erro que se comete na aproximação de Ay por dy. Interprete 
graficamente 


7.15. VELOCIDADE E ACELERAÇÃO. TAXA DE VARIAÇÃO 


Suponhamos que uma partícula se desloca sobre o eixo x com função de posição 
х= ft. Isto significa dizer que a função f fornece a cada instante a posição ocupada 
pela partícula na reta. A velocidade média da partícula entre os instantes t e t + Ar é 


definida pelo quociente — em que Ax = fr + А) - fi) é o 
deslocamento da partícula entre os instantes t e t + At. A velocidade da particula no 


instante t é definida como em que a derivada (caso exista) de fem t, isto é: 


vac E 
D 
Assim, pela definição de derivada, 
ти+м)у- foy 
уђе dim ЖЕМЕ Ло, 
amo ы 


A aceleração no instante t é definida como em que a derivada em £ da função v = 


9 


Pela definicào de derivada, 


ai= dim tdo 
мо W 


vit * An- vg 


O quociente é a aceleração média entre os instantes te t + At. 


EXEMPLO 1. Uma partícula move-se sobre о eixo x de modo que no instante t a 
posição х é dada por x = f, t 0, em que x é dado em metros e t em segundos. 


2) Determine as posições ocupadas pela partícula nos instantes t=0,t=1et=2. 


5) Qual a velocidade no instante t? 
2) Qual a aceleração no instante r? 


3) Esboceo gráfico da função de posição. 


Solução 
D 
o| 0 
т dá 
|» 


> A velocidade no instante t é v (i) = 2: (m/s). 


d 
ur 


A aceleração no instante t é 


al 


EXEMPLO 2. Uma partícula move-se sobre o eixo x de modo que no instante t a 
posição x é dada por x = cos 3t, t > 0. Suponha x dado em metros e t em segundos. 


2) Determine as posições. ocupadas pela partícula mos instantes £ = O, 


6 
5) Qual a velocidade no instante t? 


2) Qual a aceleração no instante i? 


3) Esboce o gráfico da função de posição. 


Solução 


Observe que a aceleração é proporcional à posição, com coeficiente de 


proporcionalidade -9, isto é, 25 = —yy, 


EXEMPLO 3. Um ponto move-se ao longo do gráfico de y = хе + 1 de tal modo 
que a sua abscissa x varia a uma velocidade constante de 3 (cm/s). Qual é, quando x 
= A (ст), a velocidade da ordenada y? 


Solução 


Façamos, por um momento, x = g(t) e seja t, o instante em que x = 4, isto é, g((,) 
= 4, O que se quer então é a velocidade da abscissa y no instante ty, ou seja, 


Como у = x + 1, pela regra da cadeia, 


dod de y di 
ата a 


x, Como x = 4 para t = ty resulta 


Deste modo, para x = 4, a velocidade da ordenada y será 24 (cm/s). 
Ти *A0- f (0) 


Seja a função y =f (x). A razão - é a taxa média de variação de 
[ entre x e x + Ax. A derivada de f, em x, é também denominada taxa de variação de 


f, em x, Referir-nos-emos a 2 como a taxa de variação de y em relação a x, 


di 
Seja Ay = (x + Ах) - F (d: para Ax suficientemente pequeno 
КЫТ? 


Assim, para Ax suficientemente pequeno, a variação Ay ет y é aproximadamente 
f б) vezes a variação Ах етх. ш 


EXEMPLO 4. O raio г de uma esfera está variando, com о tempo, a uma taxa 
constante de 5 (m/s). Com que taxa estará variando o volume da esfera no instante 
em que r = 2 (m)? 


Solução 


Seja t, о instante em que r = 2. Queremos calcular “” 


Sabemos que 
dr " 


3 ә, Pela regra da cadeia 
V = Бели, Pela regra da cad 


dv dr. 
dr dr dr 


fo 
volume estará variando а uma taxa de 80л (m/s). в 
EXEMPLO 5. Um ponto P move-se sobre a elipse 4° + y? = 1. Sabe-se que as 


coordenadas x (t) e y(t) de P são funções definidas e deriváveis num intervalo 1. 
Verifique que 


em todo t € 1, com y (t) 20. 


Solução 


d 3 dy 
oa a 


ш ПШ 


e, portanto, 


ш“ y dr 


emidot€l,comy()z0, w 


EXEMPLO 6. A função x = f(t), t € I, é derivável até a 2º ordem no intervalo 
aberto Ге seu gráfico tem о seguinte aspecto 


O que é mais razoável esperar que ocorra: f'(t) < 0 em 1 ou f'(t) 2 0 em I? 


Solução 


Vamos pensar cinematicamente À medida que o tempo aumenta, a particula, em 
intervalos de tempos iguais, percorre espaços cada vez maiores, o que significa que 
a velocidade está aumentando, logo, é razoável esperar que a aceleração seja 
positiva em 1, ou seja, P(0) = 0 em T. 


Exercícios 7.15: 


1, Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com função de posição x = 3 + 2 — 
Pt 20. 
а) Qual a velocidade no instante 1? 
b) Qual a aceleração no instante (? 
с) Estude a variação do sinal de v (0. 
d) Esboce o gráfico da função de posição. 
2. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com função de posição 


+1:>0 


а) Determine a velocidade no instante t. 


b) Qual а aceleração no instante f? 
c) Esboce o gráfico da função de posição. 
A posição de uma partícula que se desloca ao longo do eixo x depende do 
tempo de acordo com a equação x = E + 36,020 
а) Estude о sinal de v (0) 
b) Estude о sinal de a (1). 
O) Calcule, dim (=f + 30, 


d) Esboce o gráfico da função 


p+38,120 


Seja x = flt), t > 0, tal que ((0)=1, % >0 e LE > o para t = 0. Como você 


di 


acha que deve ser o gráfico de /? Por qué? 


A função x = fit) t € 1, é derivável até a 22 ordem no intervalo aberto Ге 
seu gráfico tem o seguinte aspecto 


O que é mais razoável esperar que ocorra: f"(t) < 0 ou 70) > 0 em I? Por 
qu£? 


de 


Sejax= m 12 0, tal que КО) = 1 e f(1) = 2. Suponha, ainda, que 


para t> 0; CF Li сонра ie Pr >0parar>1. Como você acha que 
deve ser o gráfico de f Por quê? 

Seja flo) = + 3e. 

a) Estude o sinal de f. 


b) Estude o sinal de f'(). 


с) Calcule lim (6430s lim (+30) 


d) Utilizando as informações acima, esboce o gráfico de f. 


n 
8 Seo fn с 


а) Estude o sinal de f) 
b) Estude o sinal de f'(). 


© Calcule іш 


іш 
ar 


d) Utilizando as informações acima, esboce o gráfico de f. 
9. А posição de uma partícula que se desloca ao longo do eixo x varia com о 
tempo segundo а equação «= (10 %%.e>0, em que v, e k são 


constantes estritamente positivas. 


a) Qual a velocidade no instante г? 

b) Com argumentos físicos, justifique a afirmação: “a função é estritamente 
crescente”. 

c) Qual a aceleração no instante £? 

d) Com argumentos físicos, justifique a afirmação: “o gráfico da função tem 
а concavidade voltada para baixo”, 


© Calcule іт 2 (10, 
Est IE 


0) Esboce o gráfico da função. 
10. A equação do movimento de uma partícula que se desloca ao longo do eixo 
xéx=e'sent,t>0. 
a) Determine a velocidade e a aceleração no instante t. 


P) Calcule, lin 
c) Esboce o gráfico da função. 
d) Interprete tal movimento 

11. Um ponto P move-se sobre a parábola y = 3€ - 2x. Suponha que as 
coordenadas x (1) еу (0) de P são driváveis e que “© + q Pergunta-se: em 


que ponto da parábola a velocidade da ordenada y de P é o triplo da 
velocidade da abscissa x de P? 


12. Um ponto P move-se ao longo do gráfico de y = ut tal modo que a 
RE 
sua abscissa x varia а uma velocidade constante de 5 (m/s). Qual a 
velocidade de y no instante em que x= 10 m? 


13. Um ponto desloca-se sobre a hipérbole xy = 4 de tal modo que а velocidade 
de y é Ž _ p В constante. Mostre que a aceleração da abscissa x é 


14, Um ponto move-se ao longa da elipse хе + 4y? = 1. A abscissa x está 


de 
variando a uma velocidade 2 — зеп н. Mostre que 
dr b; 


ё 


желеу 


аш » 


а ado de 


15. Um ponto move-se sobre a semicircunferéncia хе + у? = 5, y = 0. Suponha 


dE + a. Determine o ponto da curva em que a velocidade de y sea o dobra 


16. Uma escada de 8 m está encostada em uma parede, Se a extremidade 
inferior da escada for afastada do pé da parede a uma velocidade constante 
de 2 (m/s), com que velocidade a extremidade superior estará descendo no 
instante em que a inferior estiver а 3 m da parede? 


17. Suponha que os comprimentos dos segmentos AB е ОВ sejam, 
respectivamente, 5 cm e З cm. Suponha, ainda, que В esteja variando а uma 


tna conse de À a Determine в velocidade de , quando? 


"m 


18. Enche-se um reservatório, cuja forma é a de um cone circular reto, de água 
а uma taxa de 0,1 m3/s. O vértice está a 15 m do topo e o raio do topo é de 
10 m. Com que velocidade o nivel h da água está subindo no instante em 
queh=5m, 


19.0 ponto P = (x, y) está fixo à roda de raio 1 m, que rola, sem 
escorregamento, sobre o eixo x. O ângulo 6 está variando a uma taxa 
constante de 1 rad/s. Expresse as velocidades da abscissa e da ordenada de 
P em função de 8. 


20. Um ponto P move-se sobre a parábola y? = x, x > 0 e y > 0, A abscissa x está 
variando com uma aceleração que, em cada instante, é o dobro do 
quadrado da velocidade da ordenada y. Mostre que a ordenada está 
variando com aceleração nula. 


21. Dois pontos P e Q deslocam-se, respectivamente, nos eixos x e y de modo 
que a soma das distâncias de P a Re de R a Q mantém-se constante e igual a 
e durante o movimento, em que R = (0, h) é um ponto fixo. (Veja a figura a 
seguir) 


Relacione a velocidade Ed Q com a velocidade ^* de P. 


7.16. PROBLEMAS ENVOLVENDO RETA TANGENTE E RETA 
NORMAL AO GRÁFICO DE UMA FUNÇÃO 


Seja f uma função derivável em p. Já vimos que, por definição, f(p) é о 
coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de [no ponto de abscissa p e que 


y Кр) =[(р)(х-р) 


ба equação да reta tangente em (p, Др), 

А reta que passa por (р, f(P)), e que é perpendicular à reta tangente acima, 
denomina-se reta normal ao gráfico de f em (p, (p)).Se Р) * 0, a equação da reta 
normal no ponto de abscissa p será 


»-nn- 


Tu» 


Lembrete. Você aprendeu na geometria analítica que, se y = mx + n e y = mix + n, são 
retas perpendiculares, então os seus coeficientes angulares satisfazem a relação 


тт = —1 ou m = 
' ' 


Assim, como Гр) é o coeficiente angular da reta tangente em (p, Кр), а reta 
normal, neste pont, irá coeficiente angular --21-- desde que (P) * 0. Se f(p) = 
ih 


O, a equação da reta normal em (p, (p)) será x =>. 


? y 


EXEMPLO 1. Seja ГО) 
no ponto de abscissa 0. 


— x. Determine as equações das retas tangente e normal 


Solução 
Reta tangente no ponto de abscissa 0: 


y f0) = (0) (« -0) 


le o 
Го) 


x-1 s 10) 


Substituindo na equação acima vem 


y-0=-1 (x-0 ouy = = 


Assim, у = ~x é a equação da reta tangente ao gráfico de f no ponto de abscissa 0. 
Reta normal no ponto de abscissa 0: 


3-10 


Como [(0) = 0 e P(0) 


que é a equação da reta normal no ponto de abscissa 0, m 


EXEMPLO 2. Seja f (x) = 2x + 1, Determine a equação da reta tangente ao gráfico 
de f no ponto de abscissa 3, 


Solução 


A equação da reta tangente em (3, (3) É 


у= АЗ) O- 


Assim, у = 7 = 2 (x = 3) ou у = 2x + 1, é a equação da reta tangente em (3, (3). 
Observe que a reta tangente ao gráfico de fem (3, АЗ) coincide com o gráfico de f 
" 


Observação. A nossa definição de reta tangente não exige que а reta tangente 
“toque” a curva num único ponto. m 


EXEMPLO 3. r é uma reta que passa por (1, -1) e é tangente ao gráfico de f (x) 
= x. Determine r. 


Solução 
Supondo que r seja tangente ao gráfico de fem (p, Кр)), a equação de r será 
II) 


[ro 
(гө) 


e, portanto, y — р? + p = (3p° — 1) (x — р). O problema, agora, consiste em achar p. 
Como r passa por (1, -1) (observe: x 7 1 = y = -1) 


1-р ре (ар-ар) 


ap'-3p'=0 


e, assim, p = 0 ou p = 3. Portanto, a equação de r será 


5—f() 7 1) ошу -1(8)-/ (3) (=- 


ou seja, 
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а 


Pelo ponto (1, -1) passam duas retas que são tangentes ao gráfico de f. 


EXEMPLO 4. Determine a equação da reta tangente o gráfico de f (x) = 
paralela à reta y = 2x + 3, 

Solução 
Supondo que a rea procurada seja tangente ao gráfico de / no ponto de abscissa 
P. sua equação será 

ҒЫЛЫП 
i de paralelismo, devemos ter 
10)=20u2p+3 


Pela condi 
А equação da reta pedida será então 


e, portanto, p 


ou seja, 


Exercícios 7.16 

1, Determine as equações das retas tangente e normal ao gráfico da função 
dada, no ponto dado. 
аууш) = Ó A no ponto de abscissa O 
куо) = Ys. во ponte de abscissa 8 
eha (0 = -p no ponto de abscissa 1 
dygt =x 1, no porto de abscissa 1 

2, Seja f (x) = x°. Determine a equação da reta que é tangente ao gráfico de fe 
paralela а тела у = ees 

3, Sabe-se que r é uma reta tangente ao дей # + 3k e paralela à 
reta y = 6x— 1. Determine r. 

4, Determine a equação da reta que é perpendicular à reta 2y + x = 3 e tangente 
ао gráfico de f (x) =x? —3x. 

5. Sabe-se que r é uma reta perpendicular à reta Зх + у = 3 e tangente ao 
gráfico de f (x) = x'. Determine r. 

6. Areta s passa pelo ponto (3, 0) e é normal ao gráfico de f (x) = по ponto 


(a, b). 


а) Determine (а, b). 

b) Determine a equação de s. 

Sabe-se que r é uma reta que passa pela origem e que é tangente ao gráfico 
de f(x) =x? + 2° — 3x. Determine г. 

Determine todos os pontos (a, b) sobre a curva y = x° + 2° - 2° + Ву + 12 
tais que a reta tangente em (a, b) seja paralela à reta B — у + л = 0. 


Determine todos os pontos (a, b) sobre o gráfico da função dada por y = 
Avi + x? - 4х = 1 tais que a reta tangente em (a, b) seja paralela ao eixo x. 


10. 
11 


13. 


n 
15 


Sabe-se que r é uma reta que passa pelo ponto (0, 2) e que é tangente ao 
gráfico de f (x) = X^. Determine r. 


Determine a equação de uma reta, nào vertical, que passa pelo ponto (0, 


e que seja normal ao gráfico de y=». 


Determine todos os pontos (a, b) de R? tais que por (а, b) passem duas retas 
tangentes ao gráfico de f (x) 


Sejam A e B os pontos em que o gráfico de f (x) =xº — ax, а real, intercepta. 
o eixo x. Determine а para que as retas tangentes ao gráfico de f, em А е em 
B, sejam perpendiculares. 

Determine В para que y = Bv — 2 seja tangente ao gráfico de f (x) = — 4x, 


Biete ger uti im ai e GEE 


7.17. EXERCÍCIOS DO CAPÍTULO 


1 


Calcule, pela definição, a derivada da função dada, по ponto dado. 


ao E год ЕТ em 

у= sen mrem p = df= ез emp=0 
Ба 

ums emp=0 Лаб) (+ emp 
° sex=0 

Юу cosx emp = 0 ту ешр 


îy = i emp = (Sugestão, Veja Exemplo 363.) 


Calcule a derivada 


mart +90) 


дуу = Q sent 


sen 


mg) = 


әуе daher 


2a3Y00 


фу= 


оле) 


3 (cos 3r — sen 3л) my 


3. Expresse Í em termos de x e de y, em que y = y (x) é uma função 


derivável, dada implicitamente pela equação dada. 


a) y +senay 
bjer +ay=x 
дузазу 


d)xcosy +ycosx=2 


4. Seja у = f(x) definida e derivável num intervalo contendo 1 e suponha que f 
seja dada implicitamente реја equação у“ + жу = 130. Determine as 
equações das retas tangente e normal ao gráfico de f, по ponto de abscissa 
L 


5. Determine uma reta que seja paralela a x + y = 1 e que seja tangente à curva 


10, 


11 


12. 


13. 


14. 


Eryt, 


Determine uma reta que seja tangente à elipse x° + 2y* 
eixo y no ponto de ordenada 9, 
упор 5 


e que intercepta о 


E gent а curva! E 


Mostre que а reta = 
+ w w 


ponto (x ya). 


Determine uma reta paralela a x + у = 1 e tangente à curva y? + xy + = 0 
em um ponto (x, y4), com x, < 0 ey, < 0. 


Os lados x e y de um retângulo estão variando a taxas constantes de 0,2 m/s 
e 0,1 m/s, respectivamente. A que taxa estará variando a área do retângulo 
по instante em que x = 1 m e у =2 m? 


A altura h e o ralo r da base de um cone circular reto estão variando a taxas 
constantes de 0,1 m/s e 0,3 m/s, respectivamente. A que taxa estará variando 
о volume do cone no instante em que h = 05 m e r = 0,2 m? 


O volume V e o raio r da base de um cone circular reto estão variando а 
taxas constantes de 0,1 л ms e 0,2 m/s, respectivamente, Expresse ® em 

а 
termos de ге h, em que h ë a altura do cone, 


Num determinado instante, as arestas de um paralelepípedo medem a, b, с 
(m) e, neste instante, estão variando com velocidades v, v, е v, (m/s), 


respectivamente, Mostre que пече instante o volume do paralelepípedo 
estará variando a uma taxa de v, bc + av,c + abv, (то). 


O raio r e a altura h de um cilindro circular reto estão variando de modo a 
manter constante o volume V. Num determinado instante h = 3 cm e r = 1 
em e, neste instante, a altura está variando a uma taxa de 0,2 cm/s. A que 
taxa estará variando o raio neste instante? 


Uma piscina tem 10 m de largura, 20 m de comprimento, 1 m de 
profundidade nas extremidades e 3 т no meio, de modo que o fundo seja 
formado por dois planos inclinados. Despeja-se água na piscina a uma taxa 
de 0,3 m3/min. Seja h a altura da арша em relação à parte mais profunda. 
Com que velocidade h estará variando no instante em que h = 1 m? 


15. Num determinado instante q Se está variando, neste instante, a uma taxa 


de 0,01 radiano por segundo (veja figura). A que taxa estará variando o 
ângulo a neste instante? 


da 
< a < т, expresse 44 em 


а 


16. 


Com relação ao exercício anterior, supondo 
termos de 8 e 4. 
а 
17. Considere as funções dadas por у = а е у = — + 1. Determine a para que 
os gráficos se interceptem ortogonalmente. (Os gráficos se interceptam 
ortogonalmente em (x, Y) se as retas tangentes aos gráficos, neste ponto, 
forem perpendiculares.) 


18. Determine a para que as circunferências хе + y! = 1 e (x = а)? + уе 1 se 
interceptem ortogonalmente. 


19. Mostre que, para todo a, as curvas у = аё e x° + 2y = 1 se interceptam 
ortogonalmente, 


20. Suponha f: R -» R derivável e considere a função dada por y = хе f (ë +1). 


9) Verifique зе 


pres] тонда ЕГО) 
2. 


21. Seja фа função dada por $ (x) = xº + 1. Calcule, 
9%) 


aprte 


DTO 
22. Calcule (é (9) sendo ó dada por 
ДО 
об) = шг +1) 
dé e? 
23. Para cada ó do exercício anterior, calcule (ó (9 09). 


24, Dê exemplos de funções ó que satisfazem а condição é (ó (9) 
para todo x no domínio de $. 


$6 6). 
25. Considere uma partícula que se desloca sobre o eixo x com função de 
posição x = cos 3t. 


a) Verifique que a aceleração é proporcional à posição. 
b) Calcule a aceleração no instante em que a partícula se encontra na posição 


26. Considere uma partícula que se desloca sobre o eixo x com função de 
posição x 


а) Verifique que a aceleração é proporcional ao cubo da posição. 
b) Qual a aceleração no instante em que a partícula se encontra na posição 


RAR AR EE ан ыы ақым 
AN 
es 


( tino que [у ssrf) 


28. Suponha que y = y (0) seja uma função derivável tal que para todo t no seu 


domínio £ 
а 


9) Expresse “ËY em termos de t e de y. 
а 


x+ seny 


dy 


de 
A 


9) Expresse У em termos de x e dey: 


b) т 
шеше £, _  admitindo que y (0) = E 
Calcul p admitindo que у (0) = E 


30. Seja f: R — R derivável até a 22 ordem e tal que, para todo x, 
Роу аго) =0. 


Mostre que, para todo x, 


Г" 
Ae Mosen за 2008 2/0010 


31. Sejam f: R — R derivável até a 2º ordem e h dada por h (x) = Af (9). 
Verifique que, para todo x, h'(x) = (f 60) (Ға + PF GO) РО. 


2. Considere о polinômio 


PG) SA +A, (X= x) + A, (a X + A (x x)! 
Faq AA s Aj er ir Mc 
рибу = Pt + Pagi x) E eat E q? 


33. Considere o polinômio P (x) = а, + ах + ад +а em que a, a, a; e a, 
são reais fixos. Seja x, um real dado, 


а) Mostre que existem constantes A A, А, e A, tais que 
P (X) =A, +A, (х) + A, (C x) + A, (7x). 


(Sugestão: Faça x = (x — x) +45) 


b) Conclua que 


O PaPa +P уа-ж + E 


(Dizemos que % é o desenvolvimento de Taylor do polinômio P (x) em 
potências de x = x,) 


34, Determine o desenvolvimento de Taylor de P (х) = x' + 2x + 3, em 
poténcias de (x - 1). 


35. Generalize o resultado do Exercício 33. 


36. Determine o desenvolvimento de Taylor de P (х) = x° - Зе + x + 1 em 
poténcias de 
ajx-2 
baxsa 
37. Sejam P (x) e Q (5) polinômios tais que P (x) = 0, Q (x) = 0 e Q(x) # 0. 
Mostre que 
im Р) Р) 
„за, 00) OU 


(Sugestão: Desenvolva P (x) е Q (x) em potências de x — x, е simplifique.) 


38. Sejam P (x) е Q (3) polinômios tais que Р(х) = Р (қ) 


PO) PO 
=0€Q"(x,) #0. Mostre que lim Ea, 
олю Зе бау 000) 


Qe = 0) 


Generalize. 


39. Utilizando os Exercicios 37 e 38, calcule. 


-ad 


40. Sejam f e g deriváveis em p e tais que Др) = g(p) = 0. Supondo g'(p) = 0, 
mostre que. 


41. Utilizando o Exercício 40, calcule. 


то) 


a) dim SE 
Dore 


b) tim, 
ЕЖІТТЕГТІП 


14312 + sen de 
dog EA o da 
150 Tr 


D tim En (sen m) 
212 48 


42. Seja f definida em R e derivável em p. Suponha f(p) > 0. Prove que existe r 
> Oral que 


F) > f (P) em lp, p + rl 


FO <f(p) em lp - r, pl. 


(Sugestão: Lembre-se da definição de derivada e utilize a conservação do 
sinal) 


43. Seja f definida e derivável em R e sejam a e b raízes consecutivas de f. 
Mostre que 


Pa) f) so. 


44, Suponha f derivável no intervalo 1. Prove que se f for estritamente crescente 
em I, então f(x) > дет. 


45. Suponha f derivável em [a, b] e tal que f(a) (b) < 0. Prove que existe p 
em Ja, b[ tal que f 0) < f(p) para todo x em [a,b] ou f (2) > f(p) para todo x 
em [а, b]. Interprete geometricamente. 


46. Suponha f derivável em [a, b] tal que f(a) + РКВ) > 0 e Ка) = f(b). Prove que 
existem x, x, € Ja, Ы tais que, para todo x em [а, bl, f (x) < f (9 < f (x). 
Interprete geometricamente. 


47. Seja f : R — R uma função tal que quaisquer que sejam x e t 
Ро) - K01s1x-tF. 
Calcule РО). 


48. Sejam fe g definidas em R, com д contínua em 0, e tais que, para todo x, f 
(9 = x до). Mostre que f é derivável em 0. 


49. Suponha f definida em R, derivável em O е (0) = 0. Prove que existe g 
definida em R, contínua em O, tal que f (x) = x g(x) para todo x. 
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FUNGOES INVERSAS 


81. FUNÇÃO INVERSA 


do Dinos pe ша Moção [ é ји se, quaisquer que wem z e та эю 


ега ТРГ. 


Observamos que se f for estritamente crescente ou estritamente decrescente, 
então f será injetora 

Suponhamos, agora, que f seja injetora e que В = Im f. Assim, para cada x € В 
existe um único y € D, tal que f(y) = x. 


Podemos, então, considerar a função g, definida em B, e dada por 


gi)zye ft) 


Tal função g denomina-se função inversa de f. 
Observe que a função inversa y = g (х) é dada implicitamente pela equação f (y) = 
Se [ for uma função que admite função inversa, então diremos que f é uma 
função inversível, Observe que зе f for uma função inversível, com inversa g, então 
g também será inversivel, e sua inversa será f. 


EXEMPLO 1. A função f (x) = së, x > 0, é estritamente crescente em [0, + [ logo, f 
é inversível, A sua inversa é a função q, definida em |0, + [= Im f, e dada por 


90) уго) 


Para expressar y em função de x procedemos assim: 


Југхвузхеун Ух (ЄВ) 


A inversa de f (x) = x, x > 0, é a função y (1) = үт, x > 0. 


Os gráficos de fe de до simétricos em relação àretay =x. w 
Observação. Suponhamos que f admita inversa g. Temos 
авес а) аа) (b,0) € б, 
ou seja, 
«ведае, 
Quando (o, B) descreve o gráfico de f; (b, a) descreve o gráfico de g. Como (a, 


b) e (B, a) sio simétricos em relação à reta y = x, resulta que os gráficos de f e de g 
sio simétricos em relação à reta y = x 


EXEMPLO 2. A função f (x) = е^, x € R, é estritamente crescente, logo inversivel. 
Sua inversa é a função g (x) = In x, x > 0, pois 


Inx=y е e = x(xe y reais, com x > 0) 


Тед = 


EXEMPLO 3. (Função arco-seno). A função f (x) = sen x, 


estritamente crescente, portanto inversível, e sua imagem é o intervalo fechado | 
Ш. А inversa de fé a função g (x) = arc sen x (leia: arco-seno x), x € [-1, 1], dada 
por 


sickenguye guys 


comx [-1.1ley 


Gráficade fe sen хе 


EXEMPLO 4. (Função arco-tangente). А função f (x) = tg x, EI zj é 
estritamente crescente, portano inversível, e sua imagem ë R. Sua inversa é a 


função g (x) = arc ig x, x € R, dada por 


шешх-у-шу-х 


төрехенеуе | 


Exercícios 8.1 


1 саше 
men men 
pues (E) pues 


2. Verifique que 


арои sen) = ql = bsec (are tap = ү + 


à Cale. 
ЕСЕН алық 
ТОКЕ ОИТ ВЕ 


dansa (а 52) 


J) ane sen (sea x), em que x = 2r Ç Y, inteiro Т 


4. Seja fuma função inversivel com inversa g. Mostre que 


NG) x para todo x € D, 
b) g (f (x) = x para todo x € D, 


5. Prove que a função f (x) = arc sen x, x € [-1, 1], é contínua. (Veja Exercicio 
12) 


6. Prove que a função f (x) = arc tg x, x € R, é contínua. (Veja Exercício 12) 


7. Seja dada por f (x) 


a) Mostre que f é inversível e determine sua inversa g 
b) Esboce os gráficos de f e de g 


в. 


Qual a função inversa deja) = Lo 
9. Qual a função inversa de fix) = 
10. Seja f(x) 


а) Mostre que fé inversível e determine sua inversa g 
b) Esboce os gráficos de fe de g 


11. Seja f (x) = x + e", Mostre que f é inversível e esboce os gráficos de f e de 
sua inversa. 


12. Seja f uma função cujo domínio e imagem são intervalos. Prove que se f 
for estritamente crescente (ou estritamente decrescente), então f será 
contínua. 


13. Seja f (x) = x + e" e seja g sua inversa. 


a) Prove que o domínio e a imagem de g são intervalos. 
b) Prove que g é estritamente crescente, 
с) Prove que g é contínua. (Sugestão: Utilize o Exercício 12.) 


14, Prove que, se f for definida, contínua e injetora no intervalo 1, entào f será 
estritamente crescente ou estritamente decrescente. 


82. DERIVADA DE FUNÇÃO INVERSA 
Seja fuma função inversível, com inversa g; assim, 


f(g (0) =x para todo x € D, 


Segue que para todo x € D, 


Lf GI = x 


IOW 


Se supusermos f e g diferenciáveis, podemos aplicar a regra da cadeia ao 1° 
membro da equação acima: 


Раду 09-1 


m= 


para todo с D, 


fü» 


que é a fórmula que nos permite calcular a derivada de g conhecendo-se a derivada 
def. 


Observação. Observe atentamente as notações 


f (g (9) el (a wN 


F (а (0) é o valor que a derivada de [assume em g (v), enquanto [f (g (3) = f (g 
(9) 9 (9. 

O próximo teorema conta-nos que, se f for inversivel e derivável e se sua 
inversa g for contínua, eno g será derivável em indo p de seu dominio em que f (g 
(p) # 0. 


Teorema, Seja f uma função inversível, com função inversa g. Se / for 
derivivel em q = g (p) com f (9) * 0, e se g for continua em p, então g será 
derivável em p. 


Demonstração 


sw жб) _ 1 P 
хер Jefe LENTE 
020 


+p. 


Fazendo u = g (x), pela continuidade de g em p, u ~ q para x ~ p. Então, 


хб) вр) _ 


TOTO 
ПЕП 
Como іш LOAA — pig) = ris (p) resulta 
E 
Š PE а 
P= im сей), 51 
ST атр Го 
Portanto, g ë derivável em pe ёр) = ————. 
.9 RO уоту 


EXEMPLO 1. (Derivada do arco-seno). A função arc sen é continua e é a inversa de 


z] Temos 


1 1 
Fase sena) cos fare sen x) 


[сов (are sen xj + [sen Care sen x) 


segue 


[cos (are sena) P=1=x 


e, portanto, соз(атсепл) = ү1— 


Substituindo em © 


ERI 


Outro processo para se obter a derivada de у = arc sen x. Esta função, coma 
sabemos, é dada implicitamente pela equação sen y 


Ж <y< É Temos, 


então, 


а = 
a Dm = ¿Lol 


Daí, [cos y1 = 1e, portanto, 
%. 
ж 
ом seja 
de 
dx 


(Veja Exemplo 6 da Seção 723) w 

Vejamos como fica a fórmula de derivação de função inversa na notação de 
Leibniz. Seja y = g (3) a inversa da função dada por x = f (y) (observe que sendo g a 
inversa de Í, temos: y = g (x) = x = [0)). Então, 


em que [SE = /0) deve ser calculado em y = g (0) 


Como exemplo, calculemos a derivada de arc tg na notação de Leibniz: 


y=arcigx=x=1gy, com 


®_1__1 
a E ey 
dy 


EXEMPLO 2. Determine a derivada. 


3) y= arc sen? 
xarc ig 3x. 


а) E Lac sew 2: 02у 
dr? 


Poderíamos, também, ter calculado “da seguinte forma 


y= arc sen u no qual u = ° 


ou seja, 


arc tg 3x vem: 


Ро) = 1+ arc ig 3x + x [arc tg 347. 


3 
Mas, [are tg 3! = arc ig (30) (му > 
а ы телу 
Assim, 
fgat E 
Бас“ 


Observação. A derivada de arc 1g 3x poderia, também, ter sido calculada da 
seguinte forma: 


4 4 du 
еше L letra] É ет ен = ir 
а ! Ш du кеши dr A 


4 
LIII 


Exercícios 8.2 


1. Determine a derivada, 
ajy=xarcig x 
b) f(x) = arc sen 3x 
c) о) =arcsen x 
d) y=arc g < 
e)y=3arctg (2x+3) 
Dy=arcsene! 


) y е“ агсзеп2х 
sen de 


aer 


Г e In (arc ig x) 
ET 


шх 


тк 


Seja f (x) = x + еге seja g a inversa de f. Mostre que g é derivável e que 
ra (Sugestão: Veja Exercício 13-81) 


Seja f (x) = x + e e seja g a função inversa de f. Calcule g (1) e 9'(1) 
Sejaf()=1+nx,x>0. 
а) Moswe que f admite função inversa g, que g é derivável e que 
go = 2 
КУТ 
b) Esboce os gráficos de fe de g 
с) Calcule g (1), g (1) e g” (1) 


Seja Го) = x + x°, 


a) Mostre que f admite função inversa g 
b) Expresse g' (x) em termos de g (х) 
с) Calcule (0) 


(Função arco-cosseno). A função f (v) = cos x, 0 < x < л, é inversivel e sua 
inversa é a função g (х) = arc cos x, -1 < x < 1. 


а) Calcule arc соз x 
b) Esboce o gráfico de g 


(Função arco-secante). A função f (x) = sec x, 0 < r< 


inversivel e sua 


inversa é a função g (0 = arc secx, x> 1. Caleule arc set x 


Verifique que. 


(lo 


„ PE 
* 36-2 


“Ti aa i 
Llora + 
А т 


a Las 
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ESTUDO DA VARIAÇÃO DAS FUNÇÕES 


9.1. TEOREMA DO VALOR MÉDIO (TVM) 


O objetivo desta seção é apresentar o enunciado de um dos teoremas mais 
importantes do cálculo: o teorema do valor médio (ТУМ). A demonstração é deixada 
para o Cap. 15. 


Teorema do valor médio (ТУМ). Se f for contínua em |а, b] e derivável em 
Ja, bl, então existirá pelo menos um c em Ја, b[ tal que 


Geometricament, este teorema conta-nos que se з é uma reta passando pelos 
pontos (a, (a) e (b, [(5), então existirá pelo menos um ponto (с, f (c), com a < с 
< b, ші que a reta tangente ao gráfico de f, neste ponto, é paralela à reta s. Como 
10) — 192 o coeficiente angular de se f (8) o de T, 0) y 


[7 


Vejamos, agora, uma interpretação cinemática para о ТУМ. Suponhamos que x 
f (0) seja a função de posição do movimento de uma partícula sobre o eixo Ox. 
Assim, 0) — Í 10) será a velocidade média entre os instantes t = a e £ = b. Pois 


ba 
bem, о TVM conta-nos que se f for contínua em |а, b] e derivável em Ја, Ы, então 


tal velocidade média será igual à velocidade (instantánea) da partícula em algum 
instante c entre a e b 

As situações que apresentamos а seguir mostram-nos que as hipóteses “f 
contínua em а, b] е f derivável em Ја, DI” são indispensáveis. 


SERT E E 5—7 


Јао фу em p; não [ч é continua em a, ño 
existe e verificando Q), йе e verificando D. 


Antes de passarmos à próxima seção vamos relembrar as seguintes definições. 
Sejam f uma função e A um subconjunto do dominio de f. Dizemos que f é 
estritamente crescente (estritamente decrescente) em A se, quaisquer que sejam s e t 


emA, 
эге [(в)<[@ OfO). 


Por outro lado, dizemos que f é crescente (decrescente) em A se, quaisquer que 
sejam s e tem A, 


s<t=f()sfo FOO 
92. INTERVALOS DE CRESCIMENTO E DE DECRESCIMENTO 


Como consequência do TVM temos o seguinte teorema 


Teorema. Seja f contínua no intervalo |. 


а) Se f(x) > 0 para todo x interior a I, então f será estritamente crescente em I. 
b) Se f(x) < O para todo x interior a I, então f será estritamente decrescente em 1. 


Demonstração 


а) Precisamos provar que quaisquer que sejam s e tem Ls < t = f (s) < f (0. 
Sejam, então, s e tem /, com s < t. 
РЕН 1 


Da hipótese, segue que f é contínua em |5, t] e derivável em |5, tl; pelo ТУМ. 
existe 7 E Js, а que 


fO -fOr A-s) 
De чт) > 0, pois тема no interior de J, e de t- s > O segue 
fO-fG)*0 ou fG)<f(. 


Portanto, 
ys tel s<t= fs) < u. 


b) Fica como exercicio. в 
(Observação: x interior a I significa que x € I, mas x não é extremidade de 1) 


EXEMPLO 1. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento de f (x) = 
Х = 2 + x + 2, Esboce o gráfico. 


Solução 


fe)=3e-ax+1 


За — + 1 = 0 lona 1. 
5 


| em tom, гет 


ШЕ 


Como f é contínua, segue do teorema anterior que 


| f é esttamentecrescene em 1, LJe em [Let 


1 
é estritamente decrescente em [1,1 
E 5 | 


Z "x 


1 


Antes de esboçar o gráfico de f vamos calcular os limites de f para x + +% ex - 


Gráfico de f 


x [na 
а 
ol 
ИЕ 
BE 
HE 


А Estude f com relação а crescimento e 


EXEMPLO 2. Seja (y) 


1537 
decrescimento. Esboce o gráfico. 


Solução 


fps ST. 
[rr 


Como (1 + 3х?) > 0 para todo x, o sinal de P ё о mesmo que o do numerador. 


Wta- 


F pr 


Z N 


q ' 


Š 


fé estritamente crescente em ]-«, -1] e EI 


| 


[estritamente decrescente em [1.1] 


Temos 


lim 
EI 


x [те 


-1 


1 
3 
o 
1 


EXEMPLO 3. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento de 


го Esboce o gráfico. 


Solução 
Dy-(x€ R|xe 1] 2 R - (7,1) 
ra= 
Então, 
JESO ев |, e em 1.01 


1700 0 em 10, 1[ e em 11. 1. 


a ç d 
Segue que 
[f € estritamente crescente em ]-9, — 1| e em |-1,0| 
17 é estritamente decrescente em [0, 1| e em J1, +]. 
t x - ~ Ж 
—_ — + 
E! ба 


Cuidado: f nào é estritamente crescente em ]-=, 0]!!! 


Temos 


Os limites laterais de f em 1 е -1 fornecem-nos informações sobre o 
comportamento de f nas proximidades de 1 e -1. Vamos então calculá-los. 


Gráfico def 


x [foy 
o| o 


EXEMPLO 4. Suponha f" (х) > Ü em Ja, b[ e que existe c em Ја, b[ tal que f (с) = 0. 
Prove que fé estritamente decrescente em Ja, cl е estritamente crescente em Је, bl. 


Solução 
f é estritamente crescente em Ја, bl, pois, /' (х) > O em Ја, Ы. Assim, 


[аде ['(с)=0 еш а el 
ІГөз>Гі-0 emle bl 


Segue que 
| f ë estritamente decrescente em Ja, cl 
Tf é estritamente crescente em Je, hl 


г = £ ТАСЫ) 


EXEMPLO 5. Prove que g (x) = В? + 30xº + 24x + 10 admite uma única raiz real a, 


com-3<a<-? 


Solução 


Vamos estudar g com relação a crescimento e decrescimento. 


g 0) = 24€ + 60x + 24 


> 0,9 estritamente decrescente em E e estritameme 


‚ += | segue que g (x) > O para todo x > -2. Par outro lado, como 


única raiz neste intervalo, Tendo em vista que g (-3) = -8 e g (2) > 0, segue que a. 
única raiz está contida no intervalo [-3, -2 


EXEMPLO 6. 


3) Mostre que, para todo x 2 0, e° > x. 


>) Mostre que, para todo x 0, > 


Э) Conclua de (b) que tim <= += 


Solução 
2) Consideremos a função f (x) = – x. Temos 
(00) =. 
Se provarmos que fé estritamente crescente em [0, +>, seguirá que, para x = 0, 
e-xz1>06ue>x 
Como f() - & - 1, parax 0 
fe)» 0 


e, portanto, fé estritamente crescente em [0, «d. 


3) Seja g (x) = e = Temos 


00) ед 


Pelo item (a) д 0) > 0 para todo x > 0. Assim, g (5) é estritamente crescente em 
10, “с; como g (0) = 1, segue que para todo x = 0 


2) Pelo item (b), para todo x > 0 


x 
Como lim É 
542 


Para x — +, es tende a +o mais rapidamente quex. m 


Vamos mostrar, a seguir, que, para x - +, e* tende a + mais rapidamente que 


qualquer patência de x. 
Seja а > 0 um real dado, Observamos que 


Assim, 


lim £ =+ (a 0) 


Para x ~ +=, e tende a +s mais rapidamente que qualquer potência de x. 


EXEMPLO 7. Suponha g derivável no intervalo aberto ! = 1р, ql, com g (x) > 0 em 
Letal que lim, g (©) = 0. Nestas condições, prove que, para todo x em I, tem-se g 


09>0. 


Solução 


Consideremos а função G, definida em р, ql e dada por 


glo sex Elpal 


Como g é derivável no intervalo aberto I, g é contínua neste intervalo. Logo, G é, 
também, contínua em І. Por outro lado 


lim Со) 


MELLE 


ou seja, G é contínua em p = 0. Logo, G é contínua em [p, gl. Para x € 1, G(x) = 969) 
> 0. De G (p) = 0, segue С (x) > O para todo x € 1, ou seja, g (x) > O para todo x € 
La 

Na Seção 94, vamos estabelecer as regras de L'Hospital, que são ferramentas 
poderosas e que se aplicam ao cálculo de limites que apresentam indeterminagdes 
dos pos e É, Para demonstrar tais regras, vamos precisar dos dois exemplos 


que apresentaremos a seguir. 


EXEMPLO 8. Sejam Ге g duas funções deriváveis no intervalo aberto 1 = ]p, ql, 
com 90) > 0 em I, e tais que. 


lim f()-0 e lim gi 
m m 


i ainda, que existam constantes а е В tais que, para todo x € |, 
«Га» 


? < B Nestas condições, mostre que, рага todo x em I, tem-se, também, 
ШІП 


Solução 


Pelo exemplo anterior, temos, para todo x € 1, g (x) > 0. Por outro lado, para 
todo xem |, 


ac б а; W< W< Bg W. 


Segue que, para todo x em 1, 


Ф а mf (с) <0 
Ф Ве 9-7 (> 0. 


De lim Гағ0-/(01-001 
хз 


‚Ма. Граб) o /0017 Oe de De O segue 
в409)-Г()<0 e В4(9-/()>0 
para todo xem J. Logo, para todo x em 1, 


«Dep . 
ха) 


EXEMPLO 9. Sejam f e g deriváveis no intervalo aberto 
em l, e tais que 


= ут, pl, com g (s) > 0 


lim РО) = е lim раје += 
Sr «з 


Suponha, ando, que tium contem c e B is que, para todo x em 1 

«< ГӨ < g Nesas condições, тозе que existen contanes М, Ме, com «€ 
E 

Im, pl, tais que, para todo x € ]s, pl, 


M 10) ера М 
ЁЛ EI ко) 


Solução 


De lim g (z) += segue que existe s € Jm, p[ tal que, para todo x € Js, pl, 


tem-se g (x) > 0. Por outro lado, para todo x € I, tem-se 


а409-/0<0 


Ва (09-Г0д>0. 


Segue que, para todo x € 15, pl, tem-se 


«40-0 <а4(9-/6) 


В4(9-/09>84(9-/9) 
Fazendo M = f (s) - а g (s), N = f (s) — В g (s) e lembrando que g (x) > 0 em 1, 


resulta, para todo x € Is, pl, 


M а</ св 
хо) sm) Г 


N 


Exercícios 9.2 


1. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento e esboce o 
gráfico (calcule para isto todos os limites necessários), 


ро) мё +1 Бурад еті 


E Фу 


dx= 


D 

D 

пуа © 
ma 


Lu mew 


Prove que a equação x° - 3xº + 6 = 0 admite uma única raiz real, Determine 
um intervalo de amplitude 1 que contenha tal raiz. 


zes reais distintas, 


Prove que a equação x! + xº - Sw + 1 = 0 admite três 
Localize tais raízes. 


Determine a, para que a equação 


у +зё-®х+а=0 


admita uma única raiz real. 


Calcule. 
a im 5 b im 
1 1 
o dim хет a тле 
E e 
их 
o im б. =. 
К um 


Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento e esboce o 
gráfico (para isto, calcule todos os limites necessários). 


а) Calcule Р (0), pela definição 

b) Determine f 

€) Esboce o gráfico, calculando, para isto, todos os limites necessários 
8. Seja n z 2 um natural dado. Prove que х' - 1 > n (x — 1) para todo x 2 1. 


(Sugestão: Verifique que f (X) = [v = 1] — n (x — 1) é estritamente crescente 


em [1, 4) 
9. Prove que, para todo x > 0, tem-se 
a)e>x+1 


эё>ї+х+ 


10. Mostre que, para todo x > 0, tem-se 


аовл>1- E ТЕТЕ 


Aa 
11. Mostre que, para todo x > 0, tem-se 


pe 


ana 


moses- 


(Sugestão: Utilize o item (b) do Exercício 10 e o item (a) acima.) 


12. a) Mostre que, para todo x > 0, 


Aem 


b) Mostre que, para todo x 0, 


Generalize tal resultado. 


13. Suponha que f tenha derivada contínua no intervalo Ге que f nunca se anula 
em І. Prove que f é estritamente crescente em Г ou estritamente decrescente 
em]. 


14. Seja rg e r- а 43.4 € R. 


a) Verifique que f é contínua em R 
b) Verifique que f(x) 2 0 em R 
с) Tendo em vista que Р (0) > 0, conclua que f é estritamente crescente 


(Sugestáo: Veja Exercício 13) 
15. Seja f uma função tal que f” (х) > O para todo x em Ja, Ы. Suponha que 


existe c em Ја, Ы tal que f" (c) = f (с) = 0. Prove que f é estritamente 
crescente em Ja, bl 


16. Suponha f derivável no intervalo aberto 1. Prove que, se f for estritamente 
crescente em I, então f(x) > 0 para todo x em I. 


17. Suponha f derivável no intervalo 1. A afirmação: “f é estritamente crescente 
em Ise, e somente se, f(x) > 0 em I" é falsa ou verdadeira? Justifique. 


18. Suponha f derivável no intervalo I. Prove: f crescente em Г = f(x) > 0 em I. 


(Lembrete: f se diz crescente em I se quaisquer que sejam set em Ls < t = f 
sto) 


19. Sejam f, g duas funções deriváveis em Ja, bl, tais que f) < g' (x) V x em 
Ja, Ы. Suponha que exista c em Ja, М, com f (c) = (с). Prove que ГО) < g 
(3) para x > cef(x) > g (X) para x < c. 


93. CONCAVIDADE E PONTOS DE INFLEXÃO 


Seja f derivável no intervalo aberto Ге seja р um ponto de 1. А reta tangente em 
(P. f (p) ao gráfico de fé 


у-[(@@)=[(р)(х-р) ош y-f(p)*f (p) -p 


Deste modo, a reta tangente em (p, f (p) € o gráfico da função T dada por 


то) = (р) + f (p) (x - p) 


Definição 1. Dizemos que f tem a concavidade para cima no intervalo aberto 1 


f) TQ) 
quaisquer que sejam x e p em 1, com x p. 


Definicào 2. Dizemos que f tem a concavidade para baixo no intervalo aberto 1 


Го) < Tre) 


quaisquer que sejam x e p em I, com x p. 


Definição 3. Sejam fuma função e p € D, com f contínua em p. Dizemos que p 


é ponto de inflexão de f se existirem números reais а е b, com p € la, Ы C D, 
tal que ftenha concavidades de nomes contrários em Ја, pl e em Ip, bl. 


А 
T t s x 
pé pono de inflexão def ре pomo de ines def 
(pomo de inflexão ob) ponto de inflexão horizontal 


Teorema. Seja f uma função que admite derivada até a 2* ordem no intervalo 
aberto 1 


a) Se f" (x) > 0 em 1, então [terá a concavidade para cima em 1 


b) Se f" (x) < 0 em 1, então f terá a concavidade para baixo em 1. 


Demonstração 


а) Seja p um real qualquer em I. Precisamos provar que, para todo x em I, xp, 


гө)» T() 


em que Т) =f (p) + f (P) œ- p 
Consideremos а função g (a) = f (x) = T (9, x € f: vamos provar que g (1) > 0 
para todo xem |, x p. 
Temos 


"ај = TO) 
rm 


dai 


# б) = род Р), хел 


Como f" (x) > 0 em I, segue que f é estritamente crescente em 1. Então, 


[80920 paa > p 
leo 0 pam x < p. 
Segue que g é estritamente decrescente em [x € I | x <p) e estritamente crescente 
em (x € 1|x> p). Como g (p) = 0, resultado 


g)>0 
para todo x em |, x p. 


b) Ficaaseucargo. m 


EXEMPLO 1. Seja f(y) = ¿ 2. Estude f com relação à concavidade e determine 


ов pontos de inflexão. 


Solução 


fws- e 


Come ¿3 > para todo x, o sinal де (x) é o mesmo que o de é — 1. 
^ч E EST 
ГТА 
D) 
[E> em] 
ШЕРГЕ 
então, 
[f tem а concavidade para cima em ]-. -Ц eem Jl + 
17 tem а concavidade para baixo em |— L 1 
Pontos de inflexão: -1e 1. w 
EXEMPLO 2. Esboce o gráfico de f(x) = е 
Solução 
Га) ке £f ы 
o 
f 
° 
fòs- p - 


Pontos de inflexão: -1 e 1. 


EXEMPLO 3. Seja f derivável até a 3º ordem no intervalo aberto Г e seja p € 1. 
Suponha que f" (p) = 0, f" (p) * 0 e que Р" seja contínua em р. Prove que p é ponto 
de inflexão. 


Solução 


Para fixar o raciocínio, suponhamos f" (р) > 0. Сото P” é continua em p, pela 
conservação do sinal, existe г > O (que pode ser tomado de modo que Jp = r, p + r[ 
esteja contido em I) tal que: 


f" (9) 0em pr p+r 


Segue que P" é estritamente crescente em |р = r, p + ri. Então, 


Ii 
7” estritamente crescente еш |р = r. p + rl 


implica 


170) <0 em 1p— rp 
170020 em Ip pt 


logo, p é ponto de inflexão. 


[EI 


EXEMPLO 4. Seja f derivável até a 2º ordem no intervalo aberto | e seja p € 1 
Suponha f" contínua em p. Prove que f” (p) = 0 é condição necessária (mas não 
suficiente) para p ser ponto de inflexão de f. 


Solução 


Se f (p) * 0, pela conservação do sinal, existe г > 0 tal que f" (x) tem o mesmo 
sinal que f" (p) em lp — r, p + ri, logo p não poderá ser ponto de inflexão. Fica 
provado, assim, que, se p for ponto de inflexão, deveremos ter necessariamente f 
0. Para verificar que a condição não é suficiente, basta olhar para a função f 
č: f" (0) = 0, mas O não é ponto de inflexão. ш 


1. Estude a função dada com relação à concavidade e pontos de inflexão. 


af — 02 – 9з dfe) - 20 - 3 acl 
2 st 
oio x e DE 
ar ла 
E D 
ШЕТІ n 
х А ` 
ПСЕ poH 
De my = 
mm 
1 
туо = ex ого) = хаз 


Esboce o gráfico de cada uma das funções do exercício anterior. 


Seja f (x) = а + bé + ex + d, a 7 0. Prove que f admite um único ponta de 
inflexão. 


Se p for ponto de inflexão de fe se (р) = 0, então diremos que p é ponto 
de inflexão horizontal de f. Cite uma condição suficiente para que p seja 
ponto de inflexão horizontal de f. 


Se p for ponto de inflexão de Ге se / (р) ғ 0, então diremos que p é ponto 
de inflexão oblíquo de f. Cite uma condição suficiente para que p seja ponto 
de inflexão oblíquo de f. 


Sejam f uma função derivável até a 5º ordem no intervalo aberto Гер € 1. 
Suponha [5 contínua em p. Prove que 


Pip-f'ip-f^(-oef?(pso 


é uma condição suficiente para p ser ponto de inflexão de f. Generalize tal 
resultado, 


2 Seja f derivável até a 2º ordem em R e tal que, para todo x, x f” (x) + f(x) = 
4 

а) Mostre que f" é continua em todo x = O 

b) Mostre que f não admite ponto de inflexão horizontal 


8. боја) Ье + ee - 2х + 1 
а) Que condições b e c devem satisfazer para que 1 seja ponto de inflexão de 
f? Justifique. 
b) Existem b e с que tornam 1 ponto de inflexão horizontal? Em caso 
afirmativo, determine-os. 


9. Suponha que f” (x) > О em Ја, +>[ e que existe x, > a tal que f(x.) > 0. Prove 
lim ГО) = +. 


а) Mostre que, para todo x em 1, f" (x) existe e que f” é contínua em 1 
b) Mostre que existe г >O tal que f(x) > 0e f" () >0em J1 =r, 1+r[ 
с) Esboce o gráfico de у =f (x),x € I — r, 1 + r[ 


11. Seja f definida e derivável no intervalo ]-r, г [(r > 0). Suponha que 


[e= + pa tdo a em Jr 


(o=o 


в) Mostre que O é ponto de inflexão horizontal 
b) Mostre que f(x) > 0 parax 0 

c) Estude f com relação à concavidade 

D Mostre que уш) > 2 раб x< r 


е) Faça um esboço do gráfico de f 


REGRAS DE L'HOSPITAL 


As regras de L'Hospital, que vamos enunciar a seguir e cujas demonsirações sào 
deixadas para o final da seção, aplicam-se a cálculos de limites que apresentam 


E ° 
indeterminações dos tipos 0 e ^. 
ы w 0 = 


12 REGRA DE L'HOSPITAL. Sejam [e g deriváveis em |p =r, p le em] p, p + rtr 
>0) com g (4) * 0 para 0 < |x —р | < г. Nestas condições, se 


lim f(x)=0, lim g(x)=0 
>. сэ» 


ese lim 


кз» 


rw а O 
existir (finito ou infinito), então lim C existirá e 
и eo Т шын 


tim LEl tim ГЫ) 
кз» 46 7 хэ» aon 


Observamos que a 12 regra de L'Hospital continua válida se substituirmos “x 
р” por ^x ~ p" ou por "x — p^" ou por "x — toe, 


2º REGRA DE L'HOSPITAL. Sejam f e g deriváveis em Jm, pl, com g' (x) # 0 em 
Tm, pl. Nestas condições, se 


lim fa)= +e, lim е) = += 


om аз 
ese tim LO existir (finito ou infinito) então lim. 202 existirá e 
erano xar жа) 
im 100 im 700 
sme) ao жд) 


Observamos que a 2º regra continua válida se substituirmos "x — p" por “x — 
р” ou por “x ~ p" ou por "x — 255", A regra permanece válida se substitulrmos. 
um dos símbolos +=, ou ambos, рог —. 


EXEMPLO 1. Calcule 


c) lim riny 


Solução 


Pela 12 regra де L'Hospital 


DIES 
БЕТ 


ou seja, 


ЕЯ 


Assim, 


0 (° que é uma indeterminação que poderá ser colocada па 


forma c ou Z É mais interessante aquí pass-la para a forma = que nos permitirá 


eliminar o In x. 


lim (720 


Ou seja, 


Como vimos, as regras de L'Hospital aplicam-se às indeterminações da forma 0 


< S os próximos exemplos mostram como as outras formas de indeterminação (0 


+ œ, жш, OP, со e 1%) podem ser reduzidas a estas. (Observamos que 0%, «^ e 17 são 
indeterminacdes do tipo O - x, Veja: (= e"? = e^ 


es) 


EXEMPLO 2. Calcule 


а) dm der b) dim 
ml E 


oia) 


Solução 


a) tim x 


ө-е 
rr L ! 


Fazendo somos levados а uma indeterminação da forma 9. Então 


e o último limite é igual a 


lim 


ue 
a Т 


Bonito! Em vez de simplificar, complicou!! Vamos, então, mudar a nossa estratégia 
ü 


Lave ez 


Façamos a mudança de variável “ 
variável u = Temos, então 


está pedindo a mudança de 


іш €= tim “=+ 
sata Ro unia 


Segueque lim = +=e portanto, lim ат 


+=. Assim, 


(Observação. Se tim 169. 
хет 200 


existir (finito ou infinito), então 


Sp O 


Verifique e generalize.) 


Segue que 
ou seja, 
(Observação. Se lim fix жее lim С) „1, proceda 
хэр кзэ 80) 


im (g o) Y) 


e 


como acima no cálculo de 


o m [+ o — se | Temos 


o 
O | pela 12 regra de L Hospital, 
IH y à 


Solução 


regra de L'Hospital resulta. 


pols, como já sabemos, lim. = += (Ou por Нози 


EXEMPLO 4, Calcule 


lim ха [1+ 


O último limite é igual a 


Logo, 


PILLE 


(Observação. Outro modo para calcular este limite é: 


их 


ша leve tm [+1] =o w 


EXEMPLO 5. Calcule 


о ма [13] DT 
Solução 


XE 


Е 


ZU 


als 


O último limite é igual a 


Assim 


[ii 


m 
СЕРКЕ 
+) яда, 


(Este limite poderia, também, ter sido calculado da seguinte forma: fazendo a 


miss “ чана cento 
im (1+2) ge 


b) lim (+P 


note 


maan 
беде ғ 
de 
o im АН. Аш 
a e 
lim (c Dh; = tim e le LI 
Rm Lo 
m 
EXEMPLO 6. Calcule ji 
D Uns 
Solução 
E 
па e 
Sus) 0 
que não é indeterminação. Veja 
КЕ 
ГҮ; A 


lim (іт 


1 
L |= que (09 = == 


( 
\ш 


Assim 


Ec 


| = im 


Vimos anteriormente (Exemplo В da Seção 7.2) que se f for derivável em p então 


іші Fc tf Pty n 
m x-p 


o 


ou seja, o erro E (x) = f (x) - T (x), em que T (x) = f (p) + f (p) (x = p), tende a zero 
mais rapidamente do que x — p, quando x tende a p, o que significa 


MS ро) р) 
ЕЙ) 


com lim (x)= D. Assim, T (x) é um valor aproximado para f (x) e o erro que se 
comete nesta aproximação tende a zero mais rapidamente do que x — p, quando x 
tende a p. A seguir, estamos interessados em determinar a de modo que 


Р, (x) =f (P) +f (p) (x= p) +a (x =p} 


seja um valor aproximado para f (x) com erro tendendo a zero mais rapidamente 
que (x — р)", quando x tende a p. 


EXEMPLO 7. Suponha f derivável no intervalo Jp = r, p + rl, r > 0, e que a derivada 
de 2º ordem de f exista em p. Mostre que se 


т LOU (py — + aix - p 
m r= 


Solução 
Vamos, então, calcular o limite 


im LOP) + fox 


Pela 1º regra de L'Hospital, tal limite é igual a 


de qp 


1 im [LO ы] 1 rng a] 
Ti = E 


902740. segu а приме que 


Observação. Seja 


Рубу= fip) +7 ihi p+ 


Do que vimos acima resulta 


fix) Рун) + eto p 


EN 


com fim (+) = ® Ои seja, o polinômio P, (x) é um valor aproximado de f (x) сот 
erro E (4) = o (3) (x — p)? tendendo a zero mais rapidamente do que (x = pP, quando 
x tende a p. O polinômio P, (x) é denominado polinômio de Taylor de ordem 2 de | 


EXEMPLO 8. Suponha f derivável até a 2º ordem no intervalo |p = r, p + rl, r > 0, 
е que a derivada de 32 ordem de f exista em p. Mostre que se 


гү 


FG) р) f'üya — p) = a(x— pl 
lim. o 
жы [E 
então, LU 
Solução 
Pela 1º regra de L'Hospital, o limite acima é igual à 
psp 
tim FOI eso MA 
PE = пи 
Las LOLA 
i зек 
Da hipótese, segue 
а= TW š 
a 
O polinômio 
Рале pa-pa LP ар LO p 


denomina-se polinômio de Taylor de ordem 3 de f em x = p. Segue, do que vimos 
acima, que Р, (x) é um valor aproximado de f (x) com erro E (x) = f (9) - P, (X) 
tendendo а zero mais rapidamente do que (x — p)’, para x tendendo а p. Generalize. 
O polinômio de Taylor de uma função é uma das ferramentas poderosas do cálculo 
numérico, No Cap. 15, voltaremos ao polinômio de Taylor. 

Para encerrar a seção, vamos provar as regras de L'Hospital, Para provar tais 
regras, vamos substituir a hipótese g' (x) = 0 em Jp, p + rl, na 12 regra, e g' (x) #0 
em Jm, pl, па 2º regra, por д (x) > 0 nestes intervalos. (Este fato não restringe em 
nada as nossas regras, pois o teorema de Darboux (veja Exercicio 8 da Seção 9.7) 
nos diz exatamente o seguinte: g' (0) % 0 no intervalo aberto 1 = g'(x) mantém o 


mesmo sinal neste intervalo.) 
Demonstração da 1.*regra de L'Hospital 


Suponhamos 


Segue que, dado > 0 existe ó > 0, 8 < r, tal que, para p < x < p + ó, tem-se 


gun 


1-«< 2 
ғо) 


<L+e 


Do Exemplo 8 da Seção 92, segue que, para p < x < р + 5, tem-se, também, 


Logo, 


De modo análogo, demonstra-se que 


Ло) a LO 


lim T 
a кэк аш) 


Demonstração da 2.*regra de L'Hospital 


Suponhamos 


im DU Lr LER 
‚эк ко) 


Pela definição de limite, dado e > 0 existe б, > 0, com p - 6, > m, tal que, para p — б, 
<x<p, 


rw 


ict 


» 2 


Do Exempla 9 da Seção 92, segue que existem constantes M, Ne s, com s € ]p - б, 
pl, tal que, para s < x < p, 


e fu N € 
pi ве тд # € 
o БЕ 2 eim) mx» 2 
Por outro lado, de 
м 
[E 
‚э aon нә 


existe 5> 0, com p - 6 > s, tal que 


M 
27.0) ^ жо) 


para p = 6 < x < p. Daf e de O resulta, para p - ó < x < p, 


1-«< MU cre 
ха) 

Ou seja, 
im LO x 
seri 


а para o aluno provar, como exercício, a 22 regra no caso 
ш 2%. 


72) _ e», De modo análogo, demonstra-se que 
acp PO) 


Observação. As regras de L'Hospital contam-nos que, se lim 200 = ВЕ 


ш £0 [E] ese ш, LE cx eo tn. Ж шыт анде 
ж-е» gx) * >» а) E eta) 
д "Gl. Белазар, Ша 76) poder кіні, sem que 
lim LO exista (veja Exercício 4). 
Exercise 
ааа 
ШЕП сә! y 
c) lim aer d) tim 
а lim HE ЕСІ 
EN 
g) lim (1—cosx)ony њу dm 2+0 
А 
буда азна m) dim 
m m adc o im p} 


п lim, deo DN 


2. Sejam fe g deriváveis até a 2º ordem em |р, М, com g" (x) # 0 em |p, М. 


Suponha que 


ln, Дд= dm /%9-0 е im gi) bm 29-0 
e да xit e) 
fm ЛӘ dim uim e " 
о ка 
Prove que, se lim, LO „лшн (finito ou infinito) então lim = 
Ку Deae 
exisirãe іш, 2005 қ LO ceneralize al resultado. 
e ra en 
3 Calcule 
ns 
ы ва, Sx 
а tm 
1 
& Sejam p Verifique ге 
кә a : 
lim f) tim pah ж DU re е que іш LO não existe Hà 
Lacu T ө кш 


alguma contradição com a 1^ regra de L'Hospital? 


95. GRÁFICOS 


Para o esboço do gráfico de uma função f, sugerimos o roteiro: 


3) explicitar o domínio; 


5) determinar os intervalos de crescimento e de decrescimento; 
=) estudar a concavidade e destacar os pontos de inflexão; 
3) calcular os limites laterais de f, em p, nos casos: 


0 p É D, mas p é extremo de um dos intervalos que compõem D, 


Фр € D, mas f nào é contínua em p. 


2) calcular os limites para x ~ ex — 


9) determinar ou localizar as raízes de f. 
EXEMPLO 1. Esboce o gráfico de f (x) 


EID 
Solução 
з) 0-8 


5) Intervalos de crescimento e de decrescimento. 


=) Concavidade e pontos de inflexão, 


рю-ө-2 


Ponto de inflexão: L 
3 


3) Como fé contínua em R, precisamos, apenas, calcular os limites para x — + e 


2) As raízes de f sào: -1e 1 (1 é raiz dupla). 


E 
o 


EXEMPLO 2, Esboce o gráfico de ү (y) 


Solução 
3) D=R - 00). 


5) Intervalos de crescimento e de decrescimento. 


Para calcular f(x) é conveniente escrever f na forma f(x) = 


20ta- 


ro- ou ro- 


A IN Z 


SV 3 


=) Concavidade e pontos de inflexão. 


f'6)-2*6ct 


Não há ponto de inflexão. 


3) Limites laterais de [ em 0. 


lim 


2) Limites para x ~ x ex 


dm [ 


9 [nào admite raiz. 


Observe que, quando x tende а + ou —, o gráfico de f vai “encostando” por 
cima no gráfico dey =. ш 


EXEMPLO 3 Esboce o gráfico еу) = 25 
solução 
) D ten est) 


5) Intervalos de crescimento e de decrescimento. 


кача 


=) Concavidade e pontos de inflexão, 


(Rr 10) (42 > 13 — (ca? - 10x 4)2 6 — 2 
rd! earen : 6-5 


D [839 + 30x? + 24x + 10] 
D 


Vimos, no Exemplo 5-92, que g (x) = Вк? + 30% + 24x + 10 admite uma única 
raiz real а, com -3 < a < 2, e que 


86) <0 para x <a e g (x) > 0 para x > a. 


Combinando о sinal de g (x) com o de хе — 1, resulta 


Ponto de inflexão: a é o único ponto de inflexão. 


3) Limites laterais em —1 e 1. 


Seja f uma função. existir uma rea y = mx + n tal que 


LN Баса dios que yc me n mte ento para 


0, teremos uma assíntota horizontal, e se m = 0, uma assíntota oblíqua. 


A. мы 


LAT 


O que dissemos para x ~ +e vale para x — ~o. 
Se f for da forma f0) = ZED, com p e q polinômios, f admitirá asintota se 
at 


"grau de p = grau de q” for menor ou igual a 1. Se "grau de p — grau de q” for 1 ou 
0, para determinar а assintota basta “extrair os inteiros”. Se "grau de p - grau de q” 
for estritamente menor que zero, ou seja, se grau de q for estritamente maior que 
grau de p, então у = 0 é uma assíntota. 


tota e esboce o gráfico de foy = —Ë _ 
m 


EXEMPLO 4. Determine a a 


Solução 


f é uma função racional e a diferença entre о grau do numerador e do 
denominador é 1, logo, f admite assintota. Temos 


Como lim т lm, түү quado x tende а += ou == о 


gráfico de f vai encostando na assíntota y 


Temos, agora, 


3) DR. 


5) Intervalos de crescimento e de decrescimento. 


Fé contínua em R e f(x) > 0, para x * 0, logo, fé estritamente crescente em R. 


=) Concavidade e pontos de inflexão, 


d) lim 


=+ 
e EET 


2) Déaúnica raiz de f. 


9 y =xéassímota, 


Observação. Como f (0) = 0, y = 0 é a reta tangente ao gráfico de fem (0, 0). 


Muitas vezes, por inspeção, é possível prever a existência ou não de assíntota. 
Um bom indicador para a existência de assíniota oblíqua é o seguinte: se para x 
suficientemente grande, f (x) = mx, para algum m, então será razoável esperar а 
existência de assíntota. Por exemplo, para x suficientemente grande, temos: 


Então, é razoável esperar que tais funções admitam assíntotas. 


Observe: 


lim 1/0) -me=n=0es0= dim LG) mal 


Para determinar assíntota, procedemos assim: primeiro determinamos m (caso 
exista) para que 


іш 70) = md (ou Іш [/() = md 


seja finito; em seguida, tomamos para n o valor deste limite, 
Observamos que se, іш |/0) — ma] for finito, então 


ша (бст. 
ou seja, 

m= tim 19). 
(Cuidado. tim Ü poderá ser finito sem que lim |/0)- ma] o seja 


m 1/0) 


Verifique) De modo análogo, e , = for finto, deveremos ter 
otiguataneno = Un, TCO, A seg, райо um proceso para se 


determinar assíntota. 


Primeiro determine m, caso exista, através do limite 


fe) 
m= lim 22 


Em seguida, calcule 


n= dim 1/0) maj 
m 


Se n for finito, y = mx + n será assíntota (para x — +»). Proceda de modo 
análogo para x ~ == 


Observação. Se lim жш 770) existe, pela 2º regra de 
L'Hospial lim SO = tim f’) (Inerprete) 


EXEMPLO 5. Determine as assíntotas de 


год = 


Segue que 


іш dm = 1+ 


, para x — +, e m = -1 para x — —s. Vamos, agora, deteminar n. Para 


n= dim [fG)- m] 
xm 


n= dim +i- 


п LRL 
ie ex 


Assim, para x — +00, y = x é assíntota. Para x — —e, temos 


n= dim [xxu] 


RIS EIE 


Logo, para x — —, y = -x é assíntota, 


EXEMPLO 6. Determine as assíntotas е esboce o gráfico de f(x) = ¿3124141 
Solução 


Temos 


Assim, para x - +0, m = 2, e, para x — =>, 
Para x — +0, temos 


-2. Vamos, agora, determinar n. 


n= dim 1/09-өші- dim (у + Т 28 


Para x>0, 


Segue que n = 


Assim, para x — =, y 


À é assimota. Temos, então, as assímotas 
1 


1 
2e 5 (раак +=) 
a! 


у= 0 L (para z— =). 
n- pu 


Temos, agora, 


2) D;= R, pois, dé + x + 1 > 0 para todo x. 


5) Intervalos de crescimento e de decrescimento 


2) Concavidade e pontos de inflexão 


"= 


EXEMPLO 7. Determine as assímotas е esboce o gráfico de fy) = ЎЗ — y? 
Solução 


Segue que 


Assim, т 


Vamos, agora, determinar n. 


Para x ~ +=, 


g=um [o 
n= im [f= mle lim ШІСІ H 


Pela 1º regra de L'Hospital, 


YE 
n= tim 2 


é assíntota para x — +=ерагах = —=. 
Temos, agora, 
3) DR. 


5) Intervalos de crescimento e de decrescimento 


2) Em бе 1 a função é continua mas não é derivável. Vamos então estudar o 
comportamento do gráfico de f nos pontos de abscissas 0 e 1. 


(0, [(0) 


Seja s, a reta secante ao gráfico de f passando pelos pontas (0, f (0)) e (x, f 00). О 
coeficiente angular de sx 6 


LL 
o 


sw- 70) 
бе 4-0 


(O) 


O coeficiente angular da reta secante s, que passa pelos pontos (1, /(1)) e (x, Г) é 


16010) 


dao 


ә 
tim £ 


зет 


im LOO 
БЕГЕН 


+2, 


No ponto (1, f (1)) o gráfico de f admite uma reta tangente vertical. 


Gráfico de f 


Interprete graficamente os limites 


im Lo O ШЫТ) 
АШ х-0 Canto део 


Exercícios 9.5 


Esboce o gráfico, 


L f Mea 


MÁXIMOS E MÍNIMOS 


Definição 1. Sejam f uma função, A C D, e p € A. Dizemos que f (p) é o valor 
máximo de f em A ou que p um ponto de máximo de fem A se f (x) < f (p) para 
todo x em A. Se f (x) > f (p) para tado x em A, dizemos então que f (p) é o valor 
mínimo de fem A ou que p é um ponto de mínimo de fem A. 


Тө valo áno defema 
Tips) valor minimo de fem A 


Definição 2. Sejam f uma função e p € D, Dizemos que f (p) é o valor máximo 
global de f ou que p é um ponto de máximo global de f se, para todo x em D, f 
(9 = f (p). Se, para todo x em D, f (x) = f (p), diremos então que f (p) é o valor 
mínimo global de f ou que p é um ponto de mínimo global de Í. 


Definição 3. Sejam f uma função e p € D, Dizemos que p é ponto de máximo 
local de Í se existir r > 0 tal que 


Fost) 


para todo x em Jp = r, p + гїп D, Por outro lado, dizemos que p é ponto de 
mínimo local de Í se existir г > 0 tal que 


FOr) 


para todo xem ]p - r, p + [n D, 


Pi: PA e ps Ма ptos de máxi c (pg) é o valo miim global de f 
Py D e pa sto pontos de iio local. (P3) o valor minio global de f 


Uma boa maneira de se determinar os pontos de máximo e de mínimo de uma 
função [ é estudá-la com relação a crescimento e decrescimento. Sejam a < с < b; se 
f for crescente em la, c] e decrescente em |с, bl, então с será um ponto de máximo 
local de f; зе f for decrescente em Ja, c] e crescente em [c, БІ então c será um ponto 
de mínimo local de Í. 


EXEMPLO 1. Seja f (9) = x - Зи + 3. 


а) Estude f com relaçào а máximos e mínimos. 
b) Determine os valores máximo e mínimo de f em [-2, 3]. Em que pontos estes 
valores são atingidos? 


Solução 
1 f= ы E 
а) | p=- é $ Н 
/ 
5 1 
ponto de máximo local: 0 
ponta de mínimo local: 2 
Como lim (0-30 432 4e e lim (1-30 +3)= =, segue que f 


nio assume nem valor máximo global, nem valor mínimo global, 


ы 


к 
Ко) = f) 


17 é o valor mínimo de fem [-2, 31. 
3 éo valor máximo de fem [-2, 3] 


EXEMPLO 2. Determine dois números positivos cuja soma seja 4 e tal que a soma 
до cubo do menor com o quadrado do maior seja mínima. 


Solução 


Indiquemos por x o número menor (0 < x 2); assim o maior é 4 — x. Seja 


50) 


@+(4-ху,0<х<2. 
Devemos determinar x que torna mínimo o valor de 5. Temos 


S ()- 3e +28 


ы 


Assim, + = Злога mínimo o valor de S. 
E 


Conclusio СУ € —€— dão 
Кап ч ђ 
8^3 


EXEMPLO 3. Pede-se construir um cilindro circular reto de área total S dada e 
cujo volume seja máximo. 


Solução 


Precisamos determinar г (raio da base) e h (altura) 
Temos 


Assim, 


vo oer [E esco 


A E 
з corsa o . 


| Observacio. A condição 0 < г< 


v + 


(S. sio, respectivamente, о raio e a altura do 
Үбт 


Conclusão. + = 


cilindro de volume máximo. 


Exercícios 9.6 


1. Estude a função dada com relação a máximos e mínimos locais e globais. 


о) Го) = «32 


ФГ) cae rae ea 


LIO 


еп x + cos x, x € [0,2] 


жане 


по = 


-yF 
my= {2 


2. Determine as dimensões do retângulo de área máxima e cujo perímetro 
é dado. 


Determine o número real positivo cuja diferença entre ele e seu quadrado 
seja máxima. 


4. Determine o número real positivo cuja soma com o inverso de seu 
quadrado seja mínima. 


Determine a altura do cilindro circular reto, de volume máximo, inscrito 
na esfera de raio R dado. 


6. Determine a altura do cone circular reto, de volume máximo, inscrito na 
esfera de raio R dado. 


7. Determine a altura do cone circular reto, de volume máximo, e com 
geratriz a dada, 


8. Considere a curva у = 1 — ©, 0 < x < 1, Traçar uma tangente à curva tal que 
a área do triângulo que ela forma com os eixos coordenados seja mínima. 


9. Determine o retângulo de área máxima e lados paralelos aos eixos 
coordenados, inscrito na elipse 4x? + у = 1. 


10, Deseja-se construir uma caixa, de forma cilíndrica, de 1 m° de volume, Nas 
laterais е по fundo será utilizado material que custa RS 10 o metro 
quadrado e na tampa material de RS 20 o metro quadrado. Determine as 
dimensões da caixa que minimizem o custo do material empregado. 


11. r é uma reta que passa pelo ponto (1, 2) e intercepta as eixos nos pontos A = 
(a, 0) e B = (0, b), com a > 0 e b > 0. Determine r de modo que a distância 
de Aa B seja a menor possível 


12. Certa pessoa que se encontra em A, para atingir С, utilizará na travessia do 
rio (de 100 m de largura) um barco com velocidade máxima de 10 km/h; 


de В а C utilizará uma bicicleta com velocidade máxima de 15 km/h. 
Determine В para que o tempo gasto no percurso seja o menor possível. 


13. Qual o ponto P da curva у = <° que se encontra mais próximo de (3, 0)? 
Seja P = (a, b) tal ponto; mostre que a reta que passa por (3, 0) e (a, b) é 
normal à curva em (a, b). 


14. Encontre o ponto da curva у = 2, х > 0, que está mais próximo da origem. 


15. Duas partículas P e Q movem-se, respectivamente, sobre os eixos Ox e Oy. А 


função de posição de P é 17 V e a de Q, y 


– 3,1 > 0. Determine о 
4 
instante ет que a distância entre P e Q seja a menor passível. 


16. Seja g definida e positiva no intervalo 1. Seja p € 1. Prove: р será ponto de 
máximo (ou de mínimo) de (= ,/z (x) em 1, se, e somente se, p for 
ponto de máximo (ou de mínimo) de g em 1. 


17. Um sólido será construído acoplando-se a um cilindro circular reto, de 
altura h e raio r, uma semiesfera de raio ғ. Deseja-se que a área da 
superficie do sólido seja 5л. Determine ғ e h para que o volume seja 


18, A Cia, a Ltda. produz determinado produto e vende-o a um preço unitário 


de RS 13. Estimase que o custo total с para produzir e vender q unidades 6 
dado por c = 47-34 + 4q + 2. Supondo que toda a produção seja absorvida 
pelo mercado consumidor, que quantidade deverá ser produzida para se ter 
lucro máximo? 


19. Determinado produto é produzido e vendido a um preço unitário p. O 
preço de venda não é constante, mas varia em função da quantidade q 
demandada pelo mercado, de acordo com a equação p= 204,0 < q < 
20, Admita que, para produzir e vender uma unidade do produto, a empresa 
gasta em média R$ 3,50. Que quantidade deverá ser produzida para que o 
lucro seja máximo? 


20. Do ponto A, situado numa das margens de um rio, de 100 m de largura, 
deve-se levar energia elétrica ao ponto C situado na outra margem do rio. 
O fio a ser utilizado na água custa R$ 5 o metro, e o que será utilizado fora, 
R$ З o metro. Como deverá ser feita a ligação para que o gasto com os fios 
seja o menor possível? (Suponha as margens retilíneas e paralelas.) 


1009 m 


21. Sejam P = (0, a) e Q = (b, c), em que a, b e são números reais dados e 
estritamente positivos. Seja M = (x, 0), com 0 < x < b. 


9-0, 


a) Determine x para que o perímetro do triângulo PMQ seja mínimo. 
b) Conclua que o perímetro será mínimo para a = f 

22. Determine М no gráfico de y = x°, 0 < x < 1, de modo que a área do 
triângulo de vértices (0, 0), (1, 1) e M seja máxima. 


23. A Cia. у Ltda. produz um determinado produto e vende-o com um lucro 
total dado por L (q) = -q' + 12% + 60q — 4, em que q representa a 
quantidade produzida. Determine o lucro máximo e a produção que 
maximiza o lucro. Esboce o gráfico desta função. 


24, Determine uma reta tangente ao gráfico de y = 1 - ж, de modo que a 
distância da origem a ela seja a menor possível. 


25. Determine o ponto da parábola y = 
origem. 


X que se encontra mais próximo da 


26. Seja (x, Ja), x, > 0 еу, > 0, um ponto da elipse x° + 4y? = 1. Seja T a reta 
tangente à elipse no ponto (x, y). 


a) Verifique que T tem por equação 
x xt 4 Joy = L. 


b) Determine x, de modo que a área do triángulo determinado por T e pelos 
eixos coordenados seja mínima. 


27. Uma partícula P desloca-se sobre o eixo x com velocidade constante e 
igual a 1. Outra partícula Q desloca-se sobre a parábola у = 1 = x° de modo 
que sua projeção sobre o eixo x descreve um movimento com velocidade 
constante e igual a 2. No instante t = 0, as partículas P е Q encontram-se, 
respectivamente, nas posições (0, 0) е (0, 1). Determine o instante em que as 
partículas encontram-se mais próximas. 


28. Dado o triângulo retângulo de catetos 3 e 4, determine о retângulo de 
maior área nele inscrito, de modo que um dos lados esteja contido na 
hipotenusa. 


29, Determine o ponto da parábola y = xº que se encontra mais próximo da reta 
у=х-2. 


30. Dois vértices de um retângulo R estão sobre o eixo x e os outros dois sobre 
o gráfico de y = --- +> 0 Considere o cilindro que se obtém girando o 
retângulo R em torno do eixo x. Determine o retângulo R de modo que о 
volume do cilindro seja o maior possível. 


31. Considere duas retas paralelas r e s. Sejam A e C dois pontos distintos de r 
e Bum ponto de s. 


2 Р) 


Determine Q na reta де modo que a soma das áreas dos triángulos APC е 
QPB seja minima. 


Considere o triângulo isósceles ABC, com AB = ВС. Seja Н o ponto médio 
de AC. Determine P no segmento HB de modo que a soma das distáncias de 
P aos pontos A, В e C seja a menor possível, 


I3. (Lei de refração de Snellius). Considere uma reta r e dois pontos P e Q 
localizados em semiplanos opostos. 


Uma partícula vai de P a M com velocidade constante u e movimento 
retilineo; em seguida, vai de M a Q com velocidade constante v, também, 


com movimento retilíneo. Mostre que o tempo de percurso será mínimo se 


97. CONDIÇÃO NECESSÁRIA E CONDIÇÕES SUFICIENTES 
PARA MÁXIMOS E MÍNIMOS LOCAIS 


Sejam f uma função e p um ponto interior a D, (p interior a D, = existe um 
intervalo aberto 1, com 1 С De p € 1). Suponhamos f derivável em p. O nosso 
próximo teorema conta-nos que uma condição necessária, mas não suficiente, para 
que p seja ponto de máximo ou de mínimo local é que f (р) = 0. А figura abaixo då- 
nos uma ideia geométrica do que falamos acima. 


é o pomo de mínimo loca: (А 

to de máximo loca: 
sem l ánimo; p pont de flexo hina 
a reto de máximo local. mua P” (p) 0 


pano ponto interior 


Teorema 1. Seja f uma função derivável em p, em que p é um ponto interior 
a D, Uma condição necessária para que p seja ponto de máximo ou de mínimo 
local é que f (p) = 0. 


Demonstração 


Suponhamos que p seja ponto de máximo local (a demonstração será análoga se 
p for ponto de mínimo local). Assim, existe r > O tal que 


fG) sf(pem p r.p *rin D, 


Como, por hipótese, p é interior a D, podemos escolher г de modo que |р = 
*r[C D, Assim 


Т0) Гр) para tado x em ]p = r, p + rl. 


Como fé derivável em p, os limites laterais. 


im [0/0 NR 
S X 


f) fi 


existem e são iguais a f (р): 


f- fun 
де NP 


lim 


ге 


p= fi 
төрекерее LOL 


< 0: pela conservação do sinal 


ш LIO o 


m 
logo, f (p) <0. 
Para p-r <x <p, LLO sg aui 
zz 
im LID о 
m rcp 


logo, f (p) 2 0. Сото f (p) = e (р) < O resula f (p)=0. ж 


Um ponto p € D, se diz ponto crítica ou ponto estacionário de f se Р (p) = 0.0 
teorema anterior conta-nos, então, que se p for interior a D, e f derivável em p, 
então uma condição necessária para que p seja ponto de máximo ou de mínimo 


local de f é que p seja ponto crítico de f. 
Vamos, agora, estabelecer uma condição suficiente para que um ponto p seja 
ponto de máximo ou de mínimo local. 


Teorema 2. Sejam f uma função que admite derivada de 2º ordem contínua 
по intervalo aberto J e p € 1. 


Def" (p) > 0 = p é ponto de mínimo local. 


Def" (p) < 0 = p ë ponto de máximo local. 


Demonstração 
а) Como f" é continua em Ге f" (р) > 0, pelo teorema da conservação do sinal, 


existe r > 0 (tal r pode ser tomado de modo que |р = r, p + ri esteja contido em I, 
pois estamos supondo / intervalo aberto e p € 1) tal que 


f'G)»0em]p-rp*ri 


Segue que f é estritamente crescente neste intervalo; como f (p) = 0, resulta: 


PEO empor pb е 
оу emp p rl. 


„ои je 


H 


И 


Logo, fé estritamente decrescente em |р = г, p] e estritamente crescente em [p, p + г 
L Portanto, p é ponto de mínimo local. 


b) Façavocê. т 


Exercícios 9.7 


1, Determine os pontos críticos da função dada e classifiqueos (a 
classificação refere-se a ponto de máximo local, ponto de mínimo local ou 
ponto de inflexão 


ӘГю-х-ас ве cav 
DEG е 


2. Suponha que f admite derivada de 3º ordem contínua no intervalo aberto | 
eseja p EL Prove que se f (р) = Р (9) = бе" (p) O então p é ponto de 
inflexão horizontal. 

3. Suponha que f admite derivada até а 4º ordem contínua mo intervalo aberto 
Le seja p € 1. Prove que se f (р) = Р (р) = P" (р) = 0 e f^ (p) = O, ento p 
será ponto de máximo local зе f^ (p) < O e será ponto de minimo local se 
Po 


4. Generalize os resultados obtidos nos Exercícios 2 e 3, 
м 


5. Seja f derivivel em R e seja g dada por р x= 0. Suponha que pé 
ponto de máximo local de g. 


a) Prove que p f (p) - (p) = 0. 
b) Prove que a reta tangente ao gráfico de Í no ponto de abscissa p passa 
pela origem. 


6. Suponha que f seja derivável até a 2º ordem em R e tal que para todo x 


г 


а) Prove que f não admite ponto de máximo local, 


(3) ex P (9) 7 1. 


b) Prove que, se f admitir um ponto crítico x,, então x, será ponto de mínimo 
local 


с) Prove que f poderá admitir no máximo um ponto crítico. 


7. Suponha que f seja derivável até a 2^ ordem em R e tal que para todo x 
xf) *f()72. 
a) Prove que, se x, for ponto de máximo local, entáo x, « 0. 
b) Prove que, se x, for ponto de mínimo local, então x, > 0. 
с) Prove que f(x) > 0 para todo x. 
(Sugestão: Observe que f (0) = 2) 


8. (Teorema de Darboux.) Suponha g derivável em |а, b], com g (a) < 0 e g' 
(b) > 0. Prove que existe c em Ja, Ы tal que 47 (c) = 0. Interprete 
geometricamente. 


(Sugestão: Verifique que o valor mínimo g (c) de g em [a, b] é tal que g (c) < 
g(a)eg(o) <g(b)) 


9. Suponha g derivável no intervalo Ге tal que g' (x) = 0 em todo x de I. Prove. 
que 


g (x) > 0 em todo x € 1 
9 (9 <0emtodox El. 


10. Suponha g derivável em [a, b] e seja m al que g (a) < m < 9 (b). Prove que 
existe c em Ja, b[tal g (c) = m. 


(Sugestão: Aplique o Exercício В à função f (x) = g (x) - mx). 


11. Seja y = f (x) uma função derivável até a 22 ordem no intervalo aberto I, tal 
que para todo x € 1. 


f'G)*xfG)-IfG)F-0 
Го) #0. 


а) Verifique que f" é contínua em 1. 
b) Prove que f não admite ponto de máximo local em 1. 


12. Seja y 
єї 


00 derivável até a 2^ ordem em ]-r, г [, r > 0, ші que, para todo х 


P6) * f69 - год] 
Suponha, ainda, que f (0) = 0 e f (0) = 1. 


a) Prove que f não admite ponto de máximo local em JO, г]. 
b) Prove que f nào admite ponto de mínimo local em ]-r, 0]. 
с) Prove que fé estritamente crescente em 1-1, г]. 


9.8. MÁXIMO E MÍNIMO DE FUNÇÃO CONTÍNUA El 
INTERVALO FECHADO 


Seja f uma função contínua no intervalo fechado |а, B]. O teorema de Weierstrass 
(veja Cap. 5) garante-nos que f assume em [а, b] valor máximo e valor mínimo 
Vamos descrever, a seguir, um processo bastante interessante para determinar os 
valores máximos e mínimos de f em [a, В]. Suponhamos f derivável em Ja, БІ. Seja f 
(p) o valor máximo de fem |а, b]; deste modo, p ou é extremidade de [а, b] ou p € 
Ja, bl; se p € Ја, bl, pelo teorema 1 da seção anterior, P (p) = O. Segue que, para se 
obter o valor máximo de f ет |а, b], é suficiente comparar os valores que f assume 
nas extremidades de la, b] com os assumidos nos pontos críticos que pertencem a Ја, 
bl. O valor máximo de [ет [а, b] será então o maior desses valores. Evidentemente, 
o valor mínimo de f em la, b] será o menor daqueles valores 

Deixamos a seu cargo descrever um processo para se determinar os valores 
máximos e mínimos de f em la, b], no caso em que f é contínua no intervalo 
fechado la, b] e não derivável em apenas um número finito de pontos de [a, b]. 


Exercícios 9. 


Determine os valores máximos e mínimos (caso existam) da função dada, no 
intervalo dado. 


в/ш- LIE 


10 


PRIMITIVAS 


10.1. RELAÇAO ENTRE FUNCÓES COM DERIVADAS IGUAIS 


Já sabemos que a derivada de uma função constante é zero. Entretanto, uma 
função pode ter derivada zero em todos os pontos de seu domínio e ndo ser 
constante; por exemplo. 


Use x>0 
twò- 
-1 se x<o 


é tal que РО) = 0 em todo x no seu domínio, mas f não é constante. O próximo 
teorema, que é uma consequência do TVM, conta-nos que se f tiver derivada zero 
em todos os pontos de um intervalo, então f será constante neste intervalo. 


então existirá uma constante k tal que f (x) = k para todo x em 1 


Teorema. Seja cnin по nera ef) = О em todo x meira, | 
| 


Demonstração 


Seja x, um ponto fixo em I. Vamos provar que, para todo x em 1, f (x) = f (x), o 
que significará que f é constante em I. Para todo x em I, x Z x, existe, pelo TVM, um 
x pertencente ao intervalo aberto de extremos x e x, tal que 


Го) Ро) =P CQ (к х). 


(Observe que de acordo com а hipótese, f 6 contínua no intervalo fechado de 
extremos x e x, е derivável no intervalo aberto de mesmos extremos.) 


Como é interior a I, pela hipótese f (5) = 0, logo 


го) - f(x) 


ош) = f) 
para todo x em I. Tomando-se k = f (x,), resulta o teorema. т 
Como consequência deste teorema, provaremos que se duas funções tiverem 


derivadas iguais num intervalo, então, neste intervalo, elas diferirão por uma 
constante. 


Corolário. Sejam f e g continuas no intervalo 1. Se f(x) = 6 (x) em todo x 
interior a I, então existirá uma constante k tal que 


g)-fQ)sk 


para todo x em I. 


Demonstração 


A função h (4) = g (8) - f (0) é contínua em I e para todo x interior a1, h” (0) = 9" 
(9-6) = 0. Pelo teorema anterior, existe uma constante k tal que 


gG)-f()-k ou g()-fQ)*k 
paratodoxem I. m 


Observamos que se fe g satisfizerem as hipóteses do corolário e se f(x) = g (x) 
para algum x, € 1, então f (x) = g (x) para todo x € I. De fato, pelo corolário, existe 
kual que 


9 (9-го) +6 


para todo x em I. Em particular, g (х) 
еті. 

Já vimos que se f (x) = е, x € R, então, f(x) = е; ou seja, a função f (x) = e' goza 
da seguinte propriedade: a sua derivada é ela própria. O próximo exemplo nos 


f(x) + k, logo k = 0. Portanto, g (x) = f (9) 


mostra que as únicas funções que gozam desta propriedade são as funções da forma 
ГО) = ke”, em que k é uma constante. 


EXEMPLO 1. Seja f definida e derivável em e tal que, para todo x, f(x) = f 09. 
Prove que existe uma constante k tal que, para todo x, tem-se f (x) = Ке“ 
Solução 


feo 


A ideia para a prova é considerar o quociente -/ (X) e mostrar que a sua derivada 


é zero. Temos 


(EL) - eye лије 


E 
Da hipótese Го) = f (3) segue 
(еу дес лес, 


para todo x em R. Pelo teorema 1, existe uma constante К tal que, para todo x, 


ou seja, 
го) ке 


O exemplo acima nos diz que as soluções da equação diferencial 4)... y são as 


ах 


funções da forma y = k e°, k constante, isto é, 


2 y e y= кеј constante, 


Observe: у = f (x) é solução da equação diferencial 4 


= y se, e somente se, a 
а 


derivada de f for ela prápria. 


EXEMPLO 2. Determine y = f (x), x € R, tal que 


Ly о О) 


Solução 


< y = te”. k constante. 


Assim, a f procurada é da forma f (x) = k e°, com k constante. A condição f (0) 
nos permite determinar a constante k. De fato, de f (x) = ke" segue f (0) = k e, 
portanto, К = 2. А função que satisfaz o problema dado é, então, f (x) = 2 e'. Ou seja, 
у-2е. т 


Consideremos, agora, a função f (x) = е, а constante, Temos f(x) = а e", ou 
seja, РО) = a f (x). Raciocinando como no Exemplo 1, prova-se (veja Exercício 1) 
que as únicas funções que satisfazem a equação f'(x) = a f (x), x € R e a constante, 
são as funções da forma f (x) = К e", k constante, Ou seja, sendo а constante, tem-se 


Ф ау әуен tem 
ж 


Ро) = a f(x) = ГО) = ке", k constante 


EXEMPLO 3. Determine a função y = y (x), x € R, que satisfaz as condições. 


Solução 


i" (k constante), 


Da condição y (0) = -1, resulta k = 1. A função procurada é y ==", x€ R. ш 


EXEMPLO 4. Determine uma função y = f (x), definida num intervalo aberto I, com 


1 € I, tal que f (1) = 1 e, para todo x em I, 


dy 
ax 


Solução 
Devemos ter, para todo x em I, 
fe) -хГод. 
Como а função f deve ser derivável em 1, resulta que f deve ser, também, continua 
em I. Então, a condição f (1) = 1 e o teorema da conservação do sinal garantem-nos 
que, para x próximo de 1, devemos ter f (x) > 0. Vamos, então, procurar f, definida 


num intervalo aberto 1, e que, neste intervalo, satisfaça a condição f (x) > 0. Temos, 
então, 


Lembrando que [ln f(5)] ' = 


para tado x em 1. Como as derivadas das funções ln f (x) e 27 são iguais em I, do 


corolário acima resulta que existe uma constante k al que, рай todo x em 1, 


[Xr 


Da condicio f (1) = 1, segue. 


[TEST 


e, portanto, k Assim, a função 


satisfaz as condições dadas. (Observe que esta é uma função satisfazendo as 
condições dadas. Será que existe outra? Como veremos no Cap. 13, esta é a única 
função definida em R e satisfazendo as condições dadas) ш 


EXEMPLO 5. Determine uma função y = f (x), definida num intervalo aberto I, com 
1 € I, tal que f (1) = -1 e, para todo x em 1, 


Solução 
Devemos ter, para todo x em I, 


Гө) 21097. 


A condição f (1) = -1 permite-nos supor f (x) < 0 em 1. Temos, então, 


If)? д =2,x El 
Lembrando que {-1 f G9") = IF (21 


09 e que (2x) = 2, resulta 


CHE GOES) 


Pelo corolário, existe uma constante k tal que, para todo x € I, 


2X), x € I. 


-W = 28k 
Da condição f (1) = -1, segue k = -1. A função 


fo T 


satz as condições dadas. (A condigão x = 1 ë para grand que 1 pereng 20 


domínio def) w 


Exercícios 101 


1 


Seja f: R — R, derivável e tal que para todo x, f(x) = а f (x), z constante 
não nula, Prove que existe uma constante k, tal que, para todo x, f (x) = k e=, 


Determine y = [(х),х € R, tal que 


Год =2годег@)= 1. 


(Sugestão: Utilize o Exercício 1.) 


. Uma partícula desloca-se sobre o eixo 0x, de modo que em cada instante £ a 


velocidade é o dobro da posição x = x (f). Sabe-se que x (0) = 1, Determine 
а posição da partícula no instante t. 


. А função у = f (x), x € R, é tal que f (0) = 1 e f(x) = -2 f (X) para todo x. 


Esboce o gráfico de f. 


Seja у = f (x), x € R, derivável até a 2º ordem e tal que, para todo x, P" (x) + 
FG) = 0. Seja g dada por g (x) = РО) sen x — f (3) cos x. Prove que g é 
constante, 


Sejaf:R — R derivável até a 2º ordem e tal que, para todo x, P" (x) + f (x) 
= 0, Prove que existe uma constante A tal que 


para todo x em JO, nf. Conclua que exista outra constante B ші que, para todo 
а Маи sassa 


(Sugestão: Utilize o Exercício 6) 


. боја f: R -~ R derivável até a 2º ordem e tal que, para todo x, f" (x) - РО) 


20, 


а) Prove que g (x) = e" IP(x) - ГО), x € R, é constante 


b)Prove que existe uma constante А tal que, para todo x, 
fa | 


в 


c) Conclua de (B) que existe uma outra constante B tal que f (x) = A e + Be 
para todo x. 


8. Sejam fe g duas funções definidas e deriváveis em R. Suponha que f (0) = 
0, g (0) = 1 e que para todo x 


Го) =00) e gx 


f). 
a) Mostre que, para todo x, 
(f) - sen x)? + (g (x) - cos x} = 0. 


b) Conclua de (a) que f (x) = sen x e g (x) = cos x. 


9. Utilizando o Exercício 1, determine a única função y = (х), x € R, que 
satisfaça as condições dadas. 


^ 
в) asy eys 
as 


ve уф) 


10. Determine a função cujo gráfico passe pelo ponto (0, 1) e tal que a reta 
tangente no ponto de abscissa x intercepte o eixo Ox no ponto de abscissa x 
m 


11. Determine uma função y = f (x), definida num intervalo aberto, satisfazendo 
as condições dadas 


12. Seja f: R — R derivável até a 22 ordem e tal que, para todo x, 


F=- 


a) Mostre que, para todo x, 


ic 
Lara eg 
ШТА 


b) Conclua que existe uma constante E tal que, para todo x, 


LPF + IFF =E. 


13. Sejam f (1), g (0) e h (1) funções deriváveis em R e tais que, para todo t, 


jr so 
Tr = ro - in 
ШЕГІ 


Suponha que f (0) = g (0) = h (0) = 1. Prove que, para todo t, 
ГОР + lo (OF * Ih (OP =з 


14. Sejam f (1) e g (0 funções deriváveis em R e tais que, para todo t, 


Suponha, ainda, que f (0) = 0 e g (0) = 1. Prove que, para todo t, o ponto (f 


(0,00) pertence à elipse . 


EE 


102. PRIMITIVA DE UMA FUNCÁO 


Seja f uma função definida num intervalo 1. Uma primitiva de f em I é uma 
função F definida em I, tal que 


Ро) =г0) 


para todo x em 1. 


EXEMPLO L F (1) = 
R, 


X € uma primitiva de f (x) = em R, pois, para todo хет 


сө-[е] 


Observe que, para toda constante k, C (1 


EXEMPLO 2. Para toda constante k, F (х) = 2x + k é primitiva, em R, de f (x) 
pois, 


[Гөў=@х+®ю'=2 


paratodox. = 

Sendo F uma primitiva de f em 1, então, para toda constante k, F (x) + k é, 
também, primitiva de f. Por outro lado, como vimos na seção anterior, se duas 
funções têm derivadas iguais num intervalo, elas diferem, neste intervalo, por uma 
constante. Segue que as primitivas de fem I são as funções da forma f (x) + k, com k 
constante. Diremos, então, que 


Y-[G)*k, —“ kconstante, 


вајали das primitivas de fem 1. Anotação | о) de serå usada para representar a 
familia das primitivas de f 


[rose 


Na notação | f(a) dx, à função f denomina-se integrando. Uma primitiva de f 
será, também, denominada uma integral indefinido de f. É comum referir-se a 
[ reo dx como a integral indefinida de f. 


Observação. O dominio da função f que ocorre em | ud deverá ser sempre um 


intervalo; nos casos em que o domínio não for mencionado, ficará implícito que se 
trata de um intervalo. 


EXEMPLO 3, Calcule. 


nja 


toga fita 


5) O integrando é a função constante f (x) = 1. Então 
Jdx=f1-dx=x+k 

pois (x) =1. w 

EXEMPLO 4. Calcule |52 dx, em que a # -1 é um real fixo, 


Solução 


Гаре nto Pea s 


EXEMPLO 5, Calcule 


"ES 


Solução 


MET 


A Е 
ek pois T 
4 E 


"|a= [riam 


EX 


ou seja, 


e, portanto, 


EXEMPLO 6. Calcule | 15? as 
Solução 


ou seja, 


A de= 


| 1 


EXEMPLO, Calcule f ( ++ јал 
Solução 
Қ mm 
Jair ELT pare 
ou seja, 
ME 
Дека 
e, porto, 


| мана ја 


EXEMPLOS. Gale [ Las «о 


Solução 


[ete 


pois dnce = L, 


Seja a um real fixo. Dos Exemplos 4 e 8 resulta 


E 
+k se ad 
FEST 
[ara 
(nx) se a=—L(5>0) 


EXEMPLOS. Calcule | | La js] 
Solução 


Les? de= ma) + 


І 


ou seja, 


E 


EXEMPLO 10. Seja arum real fixo, c 0 Calle [ e g, 


Solução 


Le] 


e, logo, 


EXEMPLO 11. Calcule. 


of et dx. LIES 
зоо 
«(ешек pera 


EXEMPLO 12. Determine у = y (x), x € R, tal que 


Solução 


Assim, 


Vimos, ao final da seção anterior, que se f(x) 


7 (х) para todo x no intervalo Ге 


se, para algum x, em 1, F (x) = G (x), então, f (x) = С (X) em 1. Segue deste 
resultado que se f admitir uma primitiva em I e se x, y, forem dois reais quaisquer, 


com x, € I, então existirá uma única função y = y (4), x € I, tal que 


а 
лор хел 
Тае жЕ 


у(х) =з 


EXEMPLO 13, Determine a única função y = y (x), definida em R, tal que 


dy 
de 


m 


Solução 


ж 


А condição y (0) = 2 significa que, para x = 0, devemos ter y = 2. Vamos 
determinar k para que esta condição esteja satisfeita, 


Substituindo, então, em y = 


T + papos epar rela A, 


La 
аз . 


EXEMPLO 14, Determine а função y = y (x), x € R, tal que 


уђу) = ley (0)- 0. 


selução 
но fara 
T 
Assim, 
A 
СГ 


dy 
Para seter у' (0) = 0ou E 
00)=0 2 


0,6 preciso que К, = 0. Assim, 


dai 


Para k, = 1, a condição inicial y (0) = 1 se verifica. Assim, 


= . 
EXEMPLO 15. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x е sabe-se que no instante t, 
t 2 0, a velocidade é v (t) = 2t + 1. Sabe-se, ainda, que no instante t = 0 a partícula 
encontra-se na posição x = 1. Determine a posição x = x (t) da partícula no instante t 


Solução 


Temos: 


de 
dr 


uris 


Jaya 


Para k= 1, teremos x = 1 para t = 0. Assim, 


хте в 


Exercícios 10.2. 


1, Calcule, 


ре ПЕ 
"T CTA 


ajo de DIETE 


ојла ШЕТ 
nh (5+1) m [arto a 
n) [tor + а асран о (зена) 


СЕЗ 


т JEVE esu 


TE 


2. Seja a 2 0 um real fixo. Verifique que. 
П 


ПЕС 


3. Calcule, 


E 


» 


D 


ГЕТ 


sen Sx dr 


A 


өзе 


E 
езе cos Sade 
[ sen Lar 

Gs + cos odi 


азе 


d mcos ande 


4, Verifique que 


» 


1 


dime ek 


Tes 


» 


cost de 
3 


(cede 


de -шсжах+Ь-1<т<1 


5. Determine a função у = y (x), x € R, tal que 


ж 


7. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (t) = t + 3, t > 0. 


а) Qual a posição da partícula no instante (? 
b) Determine a posição da partícula no instante t = 2. 
с) Determine a aceleração. 


8. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com velocidade у (i) = 2t — 3, > 0. 
Sabe-se que no instante t = 0 a partícula encontra-se na posição x = 5. 
Determine o instante em que a partícula estará mais próxima da origem. 


9. Uma particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (t) = at + v, t > 
0 (a е v, constantes). Sabe-se que, no instante £ = 0, a partícula encontra-se 
na posição x = x, Determine a posição x = x (f) da partícula no instante t. 


10. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com função de posição x = x (0, t 
> 0, Determine x = x (t), sabendo que 


PO 
а 


1] 


TS 


Dri) = емо) 


суо 


11 


INTEGRAL DE RIEMANN 


Neste capítulo introduziremos o conceito de integral de Riemann e estudaremos 
algumas de suas propriedades, A integral tem muitas aplicações tanto na geometria. 
(cálculo de áreas, comprimento de arco etc.) como na física (cálculo de trabalho, de 
massa eic), como veremos. 


11.1. PARTIÇÃO DE UM INTERVALO 


Uma partição P de um intervalo |а, b] é um conjunto finito P = (Xy, Xy Xs +, X,) 
emquea-x, «x, «x, 5. < x, =b. 
Uma partição P де [a, b] divide |а, b] em n intervalos [x,., x], i = 1,2, п. 


A amplitude do intervalo [x, x] será indicada por Ax, = 


An 


LT LI 


Os números Ах, Ax, ..., Ax, não são necessariamente iguais; o maior deles 
denominase amplitude da partição P e indica-se por máx Ax, 
Uma partição P = (XXX -- х,} de Га, b] será indicada simplesmente por 


Р:а-х,<х,<х,<...<ж,-Һ. 
112. SOMA DE RIEMANN 
Sejam f uma função definida em [a, b] e Р: a = x, < x, «x, <... «x, = b uma 


partição de [a, b ]. Para cada indice i (i = 1, 2, 3, ..., n) seja c, um número em [x.y 
X] escolhido arbitrariamente. 


(e) Ar + Fig An +... f(o) Ar, 


denomina-se soma de Riemann de f, relativa à partição P e aos números c, 
Observe que, se f (c) > 0, f (c) Ax, será então a área do retângulo R determinado 
e y= [ (c); se f (c) < 0, a área de tal retângulo será 


Je) A = inae made Rj = fic) Am, 


Geometricamente, podemos então interpretar a soma de Riemann. 
È fdan 


como a diferença entre a soma das áreas dos retângulos R, que estão acima do eixo 
x e a soma das áreas dos que estão abaixo do eixo x. 


2 


| А х = suma as was dos ei 


akon do du feiner жалын ие 
ado бо но O 


Seja F uma função definida em (a, b] e seja Р: а = x, «x, «x, «x, «x, b uma 
partição de fa, b]. O acréscimo F (b) - F (a) que a F sofre quando se passa de 
para = b é igual à soma dos acréscimos F (x) — F (x, ,) para i variando de 1 a 4: 


F(b)- F(a) 


(x) - FO) = IF (x) -F 1 IPG) РО) + F (x) - F 61 


НЕ) -F ()1. 


Isto ë: 


4 
Fl) Fa) = Ў IF) Fisco) 


De modo geral, se P: а = x, < x, < x; < ... < x, = b for uma partição de |а, М, 
então 


Fl) = Fta)= Ў Ем) - Еру 


EXEMPLO. Sejam F e f definidas em [a, b] e tais que F' = f em [а, b]; assim F é 
uma primitiva de f em |а, b]. Seja a partição Р: a = x, «x, < x, « ... < x, = b de la, 
b]. Prove que escolhendo convenientemente 7; em [v _,, x] tem-se 


Fib- Fa)= Ў fiis 


Solução 


Pelo que vimos acima 


Fb Еа) = X [F(u) - Ро 


Pelo ТУМ, existe, em [v, ,, x] tal que 


ЕО) ЕОС) Р'(5) 6, = 


есото F = fem la, b] e As y resulta 


Fib)- Ба) = X fG) Ах. . 


Suponhamos, no exemplo anterior, que f seja contínua em |а, В] e que оз Ax, 
sejam suficientemente pequenos; assim, para qualquer escolha de c, em [x, _ ,, x], f 
(c) deve diferir muito pouco de f (7). É razoável, então, que nestas condições 


У fic) Ax;seja uma boa avaliação para o acréscimo F (b) — E (a), isto 6: 


Fib- (ау Y fic) As 


É razoável, ainda, esperar que a aproximação acima será tanto melhor quanto 
menores forem os Ax, Veremos mais adiante que, по caso de Í ser continua em [а b 


1 


Fib-Fo= dm OX ум, 
maano іі 
em que máx Ax indica o maior número do conjunto (As, | i 1,2, «+. n} 


O sentido em que tal limite deve ser considerado será esclarecido na próxima 
seção, Observe que máx Ax, ~ 0 implica que todos os Ax tendem também a zero. 
Vejamos uma versão cinemática do que dissemos anteriormente. Consideremos. 
uma partícula deslocando-se sobre о eixo Ox com função de posição x = x (t) e com 
velocidade v = v (t) contínua em (a, b]. Observe que x = x (0) é uma primitiva de v 
v(0.Seja a = t, < t, < t, 4... < t, = b uma partição de [a, b] е suponhamos máx At, 
suficientemente pequeno (o que implica que todos os At, são suficientemente 
pequenos). Sendo c, um instante qualquer entre t,., e t, a velocidade v (с) é um 


valor aproximado para a velocidade média entre os instantes t, € t; 


Азда 

ES 
(observe que, pelo ТУМ, existe um instante 7; entre t, , e t tal que Ax, = v (c) Аг), 
onde Ax, é o deslocamento da partícula entre os instantes t, , e t, Como a soma dos 
deslocamentos Ax, para i variando de 1 a n, é igual ао deslocamento x (b) - x (а), 
resulta 


x0) маја Š vie) Ar, 


É razoável esperar que, à medida que as amplitudes At, tendam a zero, a soma 


тс) At; tenda а x (b) - x (а): 


х) мај dim Y мера. 
pn 


113. INTEGRAL DE RIEMANN: DEFINICÁO 


, Sejam f uma função definida em la, b] e L um número real. Dizemos que 
É По) ai tende a L, quando máx Ax, — 0, e escrevemos 


lim | X fpan=L 
захо 


se, para todo €> O dado, existir um ó > O que só dependa de € mas não da particular 
escolha dos с, tal que 


Š услу 


para toda partição P de Ја, b], com máx Ax < б. 
Tal número 1, que quando existe é único (verifique), denomina-se integral (de 


Riemann) de fem o, b] e indica-se por 


' f(x) dy. Então, por definição, 


уме lim Y fan 


е š ез 
Se [У f u) dx existe, então diremos que f ё integrável (segundo Riemann) em la, 


b]. É comum referirmo-nos a I f(x) dx como integral definida de fem la, М. 


Observação. Pomos, ainda, por definição: 


[reas = ве fron [rende 


114. PROPRIEDADES DA INTEGRAL 


Teorema. Sejam f, g integráveis em [a, b] е k uma constante Endo 

a) {> gé imegrável em a, ble Ë Ifo + (a= f reodes ШІ 
b) Fé integrável em [a,b] ef Nu d=k [лов 

9 БОЕВЕТЕ 


d) Sec € Ja, b| e é integrável em [а, c] e em |с, b] ento 


Presas sora Prova 


Demonstração 


а) Para tada partição P de la, b] e qualquer que seja a escolha de c, em [x, x, 


[ea f 


| É uere елак - |. 


А " 
È меда |да 


Da integrabilidade de f e g segue que dac 


n 


genan- 


Я 
É stay Ano [reo 


ido e> 0 existe 6 > O tal que. 


n 


b 
gode 


para toda partição P de Га, b] com máx Ax, < & Logo, 


Тло + gie] Aw, zl 
E 


para toda partição P de (а, b] com máx 


ou seja, f + g ë integrável e 


" 
Пиозаола- 


b) Fica como exercício. 


% 


Й 7 
fides sn] <e 


Ax < б. Assim, 


: à 7 
É arena уда f о) 


ШЕКЕ 


+ 


c) Como f (x) 2 0 em la, b], para toda partição P de |а, b] e qualquer que seja a 


escolha dos c, 


Ë fo) 80,20 


e " 
Se véssemos [Í eo < wmandose € > 0 ul qe yayata <a 
existiria um 8» 0 tal que u 


"royde- < Š адақ < [fate 
L 5 | 


para toda partição P de |а, b] com máx Ax, < á. Assim, para alguma partição P 
teriamos 


X fena «n. 


que é uma contradição. 


d) Para toda partição P de (a, b], com c € P, 


^A = СРИ Ca 
mu i i 
SA Mer TT і 
% Xn Ea 
temos 
e 4 
E ria -[ prae fron] 
a | ^ 
«| E repas (ron +] É лела [foda 
E eot fro» Ж ІЕС 


Como, por hipótese, f integrável em [а, c] e em (с, b], dado €> 0, existe á > 0 
tal que, para toda partição P de |а, b], com c € P, e máx Ax, < 5 


É fean- ШІ 


fenan- (Тома 


e, portanto, 


E reas [frentes [тов | 


Segue, então, da imegrabilidade de f em lo bl ше 
+ : А 5 
fede [Criado + [ з) de (Por que?) w 


115. 12 TEOREMA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO 


De acordo com a definição de integral, зе f for integrável em |а, b], o valor do 
limite 


ӘЛІДЕ 
ma дуз 


será sempre o mesmo, independentemente da escolha dos c, e igual a [уху dy 


Assim, se, para uma particular escolha dos с, tivermos 


im E јулу = 


então teremos | = Џо уа 


Suponhamos, agora, que f seja integrável em [a, b] e que admita uma primitiva f 
(3) em la, b], isto é, F(x) = f (x) em lo, М.беаР:а-х,<х,<х,<... < X, = b uma 
partição qualquer de a, b]. Já vimos que (veja exemplo da Seção 112) 


Fi Еца) = У [FG - Ебу рі 


Segue, então, do ТУМ, que, para uma conveniente escolha de г; em [x, -i x]. 
teremos 


Руға = È Е' (Ах 


в-а) = 


Se, para cada partição P de |а, b], os Z forem escolhidos como em ©, teremos 


lim | X fü)Aw = РО) F (a) 
mirar 0/51 


e, portanto, 


" 
fé dr = РФ) F (a). 


Fica provado assim о 


1" teorema fundamental do cálculo 


Se f for integrável em |а, b] e s 


for uma primitiva de f em |а, b], então 


" 
fide Fb) — F (a). 


Provaremos mais adiante (veja Apéndice 4) que toda função contínua em [a, b] é 
integrável em |а, b]; por ora, vamos admitir e utilizar tal resultado. Segue, então, do 
1^ teorema fundamental do cálculo que se f for contínua em |а, b] e F uma 
primitiva de f em [a, b], então 


" 
fla) dx =F (b) — F (a). 


A diferença F (b) F (a) será indicada por [F (x)|? assim 


" , 
[ron-ron ro- Fo 


EXEMPLO 1. Calcule |7,2. 
h 


Solução 
FG) = La ¿uma primitiva de Го) = e f é contínua em [1, 21, assim 
ELA 
3 
ou seja, 
2 


EXEMPLO 2. Calcule [ 4 dr, 


Solução 


ou seja, 


44-1 


EXEMPLO 3. Calcule | (i + 3x — 1) dx. 
la 


Solução 


ou seja, 


EXEMPLO 4. Calcul 


Solução 


Assim, 


EXEMPLOS. Calcule ў Eje 


Solução 


ou seja, 


EXEMPLO 6. Calcule fë sen 2x dx. 
la 


Solução 


ЈУ жаза 


ou seja, 


[у чех 


EXEMPLO 7. Calcule [^ «7^ dx 
la 


Solução 


Exercícios 11.5 


Cast 
ваза 


ut 


п. оза оова 


DES 
16 fas 


i fi Yea 


"T 


TED 


a 


a 


ap 


" 


st 


зз 


5% 


ж 


3 (3 + сов 3r) dte 


У Gen x + sen 2x) de 
k 


E sen? rd 
k 

ма 
Fig? rdt 


Б 


cos? x de | Sugestão: Verifique que cos? 


% 


48 


s. 


Е7 


11.6. CÁLCULO DE ÁREAS 


Seja f continua em [a, b], com f (x) > O em [а, B]. Estamos interessados em 


definir a área do conjunto A do plano limitado pelas retas x = а, 


gráfico de y = [ (4). 


De pelo 


a D 


Seja, então, Р: а = x, «x, «x <... < x, = b uma partição de Га, b] e sejam c; e 
em [x e x] ais que f 7) € o valor mínimo e f (Z) o valor máximo de fem х, x, 1. 


Uma boa definição para área de A deverá implicar que a soma de Riemann 
Xr ys, seja uma aproximação por falta da área de A e que Š fi 


Ax, seja 


uma aproximação por excesso, isto é 


X (Aw бака AS X [GAS 


a ъ Ç 


Como as somas de Riemann mencionadas tendem a ЈЕ ! Fx) dv quando máx Ax, 


— 0, nada mais natural do que definir a área de A por 


" 
fond 


Da mesma forma define-se área de А no caso em que f é uma função integrável 
qualquer, com f(x) > O em [a, b] 


у= 0e pelo gráfico de f (x) 


Solução 
шыл 

| 
EXEMPLO 2 славо а аа do әш 
m 
Solução 


А é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 1, 


„у = Ü e pelo gráfico de 


drea. 


As situações que apresentamos a seguir sugerem como estender o conceito de 
área para uma classe mais ampla de subconjuntos do R° 


“ como fa) = Oem [a bl 


[sasa 


аал [нё 


Seja A o conjunto hachurado. 


Аға- [ra ra [ra [rojas 


Observe: 


Гоа [rar [poa [rod = soma das áreas dos 
Zönjumos acima do eixo Ox menos soma das áreas dos conjuntos abaixo do eixo 


Ox. 


(Үс) -g (c)] Ax, = área retângulo hachurado. 


lim È 
miss Dii 


di) 


, 
колаз = [бо Hondo асал 


em que A é o conjunto limitado pelas retas х = a, x = b e pelos gráficos de y = f 
(0 ey =9 (), com f (x) > 9 (x) em la, Ы. 


EXEMPLO 3. 


3) Calcule a área da região limitada pelo gráfico de f (x) = x, pelo eixo x e pelas 
reasx=-Lex=1 


9) Calcule 


Solução 


? área 


авад = 


da too 


EXEMPLO 4. Calcule a área da região limitada pelas retas x = 0, x = 1, у = 2 e pelo 
gráfico de 
Solução 


EXEMPLO 5. Calcule a área do conjunto de todos os pontos (x, y) tais que 


КИН 


Solução 


Download de livros em раб: 
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3735 
Observe: para cada x em |0, 1], (x, у) pertence ao conjunto se, e somente se, 
Мауна 


EXEMPLO 6. Calcule a área da região compreendida entre os gráficos de y = x e y 
=x, com 0 < x< 2. 


Solução 


As curvas y = хе у = ж interceptam-se nos pontos de abscissas O e 1. Então, 


io раз tê ar 


Observação. Os pontos em que as curvas y = x e y 
soluções do sistema 


se interceptam são as 


Consideremos, agora, uma partícula que se desloca sabre o eixo x com equação 
x= x (t) e com velocidade v = v (1) continua em (а, b]. A diferença x (b) = x (a) é o 
deslocamento da partícula entre os instantes a e b. Como x (t) é uma primitiva de v 
(0, segue do 1º teorema fundamental do cálculo que 


қ 
зш foca 


Por outro lado, definimos o espago percorrido pela partícula entre os instantes а 
T 
ebpor ie 


Se v (0) > 0 em [a, b], o deslocamento entre os instantes a e b será igual ao 
espaço percorrido entre estes instantes, que, por sua vez, será numericamente igual 
àrea do conjunto A limitado pelas reas = a, = b, pelo eixo Ot e pelo gráfico de v 
ET 


—————— 
[ina rosa [муа = жад + asa dy 

EXEMPLO 7. Uma parla desloca-se sobre o eixo x com velocidade v) =2 =t 

2) Cile deslocamento entre o instantes ç = 1 е t = 3, Discuta о rendo 

3) Caca esp percorrida enr os instantes 1 0 


Solução 


a ха 


Em [1,2 [, v (t) > 0, o que significa que no intervalo de tempo [1, 2] a partícula 
avança no sentido positivo; em 12, 3], v (t) < 0, o que significa que neste intervalo 


de tempo a partícula recua, de tal modo que no instante t = 3 ela volta a ocupar а 
mesma posição por ela ocupada no instante t = 1. 


ET 


E m 


5) O espaço percorrido entre os instantes t= 1e t7 36 


Observe que o espaço percorrido entre os instantes 1 e 2 é 


Та-ва-1 


e que o espaço percorrido entre os instantes 2 e 3 é 


-на--Г 


-әй- 


Exercícios 11.6: 


Nos Exercícios de 1 a 22, desenhe о conjunto А dado e calcule a área 


1, Аёо conjunto do plano limitado pelas retas x 
gráfico de у =. 


, pelo eixo Ox e pelo 

2. À é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 1, x = 4, y = 0 e pelo 
gráfico de у = x 

3. Аёо conjunto de todos (x, y) tais que & - 1« y «0. 


4. Аёо conjunto de todos (x, у) tais ше0<у<4- 


5. Аёо conjunto de todos (x, y) tais que 0 < у « | sen x | com 0 £ x « 2r 


6. Aé a região do plano compreendida entre o eixo Ox e o gráfico de y = 
х,сош 0<х<2. 


7. Аёо conjunto do plano limitado pela reta у = 0 e pelo gráfico de y = 
-ж,сот-1<х<2. 


-x 


8. А é o conjunto do plano limitado pelas retas x 
gráfico de у - x + 2x +5, 


x=2,y=0 e pelo 


9. Аёо conjunto do plano limitado pelo eixo 0x, pelo gráfico de y = х? 
12021 


10. A é o conjunto do plano limitado pela reta y = 0 e pelo gráfico de y = x° = x, 
сот0<х<2. 


11. A ë o conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = m, y = 0 e pelo 
gráfico de у = cos x. 


12.A € o conjunto de todos (x, y) tais que x 2 0e < y < x. 


13. Аё о conjunto do plano limitado pela reta y = x, pelo gráfico de y 
~ <х51. 


MAs) ER егете к eyed 


15. Aë o conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x= 7 e pelos gráficos 


де у = еп хе у = cosx. 
16. A 6 o conjunto de todos os pontos (x, y) tais que хе + 15 y са +1. 


17. Аё о conjunto de todos os pontos (x, y) tais que x? - 15 y «x 1. 


18. A ë o conjunto do plano limitado pelas retas x 
dey=cosxey=1-cosx. 


E pass ganas 


1.A=( (у) €? x20e xy о ec) 


20.A é o conjunto do plano limitado pelos gráficos de у = x° — х,у = sen ла, 
сот-1<х51, 


21. Аё o conjunto de todos os pontos (x, у) tais que x 2 де -x< y< x< 
' 


22. Аёо conjunto de todos (x, y) mis que x> 08! < <5 — 4s 


23, Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com velocidade у (1) 


а) Calcule o deslocamento entre os instantes £ = 1 e t = 3. 
b) Qual o espaço percorrido entre os instantes £ = 1 et = 3? 
с) Descreva o movimento realizado pela partícula entre os instantes t = 1 e t 

=3 

24. Uma partícula desloca-se sobre o eixo Ox com velocidade v (1) = sen 2t, t > 
0. Calcule o espaço percorrido entre os instantes t = 0 e t = 1. 

25. Uma partícula desloca-se sobre o eixo Ox com velocidade v (0) 
0. Calcule o espaço percorrido entre os instantes t = 0 e t = 2. 

26. Uma partícula desloca-se sobre o eixo Ox com velocidade v (0) 
20. Calcule o espaço percorrido entre os instantes t = Ü e t = 4. 


11.7. MUDANÇA DE VARIÁVEL NA INTEGRAL 


Veremos, по Vol. 2, que toda função contínua num intervalo I admite, пече 
intervalo, uma primitiva. Por ora, vamos admitir tal resultado е usá-lo na 
demonstração do próximo teorema, 


Teorema. Seja f continua num intervalo 1 e sejam a e b dois reais quaisquer 
em L. Seja g: [c, d] ~ 1, com g' contínua em |с, d], tal que g (c) = a e g (d) = b. 
Nestas condições 


Download de livros em pdt: 
ttpifivros-pdciencias-exatas blogspot com.br 


Demonstração 
Como fé continua em I, segue que f admite uma primitiva F em 1 Assim, 
® Џоан re ras 
A função H (u) = F (g (u), u € le, dl, ë uma primitiva de f (g (u)) g (и); de fato, 
HG) = [P (8 (Y = F (g (0) 40) 


ou seja, 


ни) =f (g (ш) gu) 


pois, F -f.Seque que 
м Р 
[ташу eode tr te od Fte (a = Fen 


Por hipótese, g (d) = b e g (c) 


Tendo em vista ©, resulta 


[receta кеу - ro = [raya 


[ZR 


x glu) de кч) du 
migo ga 
emque gfd) = 


EXEMPLO Cale i 


; 
куйеу кбй | 


Solução 


Façamos u = 


-1ou 


каш 


vu du 


Assim, 


DEL 


Observação. Poderiamos, também, ter feito a mudança de variável 2x 
lg. 


idc u du 


ш Цои) 


[жа 


Como u está variando em [0, 1], | u |= u, 


lulu du 


ШІ 


Se em vez de u = 1 tivéssemos tomado и = -1, teríamos 


1 
n 
la 


Como u está variando, agora, no intervalo [-1, 0], | u | = 


1-1, O), satisfazem as condições do teorema de mudança de variável. ` 
Às vezes, com pequenos ajuste, a integral a ser calculada pode ser colocada na 


ч 
forma [У 94 Neste caso, a mudança de чапма u = g (9, x € e d 


transforma a integral [^ (4) du du na anterior, 


јучеуканк = 


a aa 
ILI ИЛ 


EXEMPLO 3, Caleule [^ dx 
l 


Solução 
Multiplicando o integrando por 3 e dividindo a integral por 3, nada muda: 

ë in t 
al 
poet Sis 


E 


sala = Me 


EXEMPLO4. Calcule | —- Ga 
МЕЗ 


Solução 


Fazendo и = x° + 1, du = 2x dx. Vamos então multiplicar о integrando por 2 e 
dividir a integral por 2. 


ou seja, 


EXEMPLO 5. Calcule | 
h 
Solução 


"n 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, observamos que o valor da integral de 
[ em la, b] não depende do símbolo que se usa para representar a variável 
independente: 


Џоа 


EXEMPLO 6. Seja fuma função impar e contínua em [-r, r], г > 0. Mostre que 


[у «d = [у сув [e 


[pose 
docto 


fimpar  [(-х) = -f(9) em [-т, r |. 


Fagamos а mudanga de variável и = 


J (~i) du еди 


аас 


Como f (-u) = -f (u), resulta 


| mas = f'r ona 


mas, [y ooy du [to asta serio acina), logo 


Гуа Гуна 


ou seja, 


f бдак=о 


e, portanto, 


[Y o04a=0. ten snñanena) 


EXEMPLO 7. Calcule n ЕРЕН 
n 


Solução 


sws uma função impar, pois, 


е = di +3 == (кји +3) 


Pelo exemplo anterior, 


Гез а-а 


p 
EXEMPLO 8. Calcule | x? ух +1 dx 


Solução 


Aqui é conveniente a mudança и = x + 1 


+1 ide 


Deu=x+1, seguex= 


- 1. Então, 


RO 


2242 +42) du. 


Poesia 


(u— TP du 


Assim, 


„| бара 
la 


сезу 


m [5 cos dede 


D 


Yer » 


је 
ЖЕ » 


Suponha f continua em [-2, 0 ]. Calcule 

[ov 

Suponha f contínua em [-1, 1 ]. Calcule Í! уо 
1 [ra 


| y (2) dx, sabendo que 
т-та q 


— Dd sabendo que 


Suponha [contínua em [0, 4]. Calcule 


+ 
Calcule a área do conjunto dado, 


вл={®» 


ba= [ape 


c) Aé o conjunto do plano limitado pela reta x = 1 e pelos gráficos de 
Deyse" comx20 


Calcule. 


Cata de 


о Ë co a 


Um aluno (precipiado) ao calcular а inegra |" = dx raciocinou 


da seguinte forma: fazendo a mudança de variável u = 1 + хе, os novos 
extremos de integração seriam iguais a 2 (x = -1 — u ЕВ 
assim а integral obtida após а mudança de variável seria igual a zero е, 


portanto, | rer 


ov Onde está o erro? 


9. Seja f uma função par e contínua em Er, r], г > 0, (Lembre-se: f par = 


Md 


0 Mostre que P eoa = jen 


В) Conclua de (a) que T dendi 


[оо és tuerpreis graficameme 


10. Suponha f contínua em [а, b]. Seja g: (с, d] — R com g' contínua em (с, d], 
g (с) =a eg (d) = b. Suponha, ainda, que 2 (и) > O em Је, dl. Seja c = u, < u, 
<u, <... < u, = d uma partição де [c, d] e seja a = x, < x, < x, « .. < X, 
partição de [а, b], em que x = g (и), para i variando de O a n. 


а) Mostre que, para todo i, i = 1, 2, ..., n, existe 7, em [u, v u] tal que 
A = g (тр, 


b) Conclua de (a) que 


Болије" 


em que c;= g (T) 
c) Mostre que existe M > 0 tal que 


Ax < M Au, 
para i variando de 0 a n 
d) Conclua que. 
lim Ун Gn Aw- dm Y fiu 
“Шыл mmn 
ou seja, 
У паду оа = [лода 


118. TRABALHO 


Nesta seção, admitiremos que o leitor já saiba o que é um vetor. Consideremos, 


então, um eixo Os 


e indiquemos por 7 o vetor, de comprimento unitário, determinado pelo segmento 
orientado de origem 0 e extremidade 1 


Seja a um número real; $ = a Z é um vetor paralelo а F. O número a é a 


componente de J na direção É. Sea > 0, z P tem o mesmo sentido que 
tem sentido contrário an бей 

Suponhamos, agora, que uma força constante F a / atua sobre uma partícula, 
que se desloca sobre o eixo Os, entre as posições s = s, es = s, com sı e s, 
quaisquer. Definimos o trabalho t realizado por 2, de s, a s, por 


еа<0а 


теа (5-5). 


Assim, o trabalho realizado pela força constante Z = а 7, de s, а 5, é, por 
definição, o produto da componente de F, na direção do deslocamento (isto é, na 
direção i), pelo deslocamento. Temos os seguintes casos: 


Da>des,>s = r>0. 


— 


2уа<0ез,>5, =1<0, 


posição final 
posição inicial 


Neste caso, Т аша contra o movimento; f é uma força de resistência ao 
movimento 


3a>0es, <s,=r<0, 


Sa posição inicial 
ão final 


Т realiza um trabalho de resistência ao movimento: r < 0. 


4)uc0es,cs =1>0, 


Ft 


F atua a favor do movimento: t > 0. 
Suponhamos, agora, que sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo Os atua 
uma força constante 7, de intensidade F, mas nào paralela ao deslocamento 


VA 
б — 
è o 


РЕТ 


em que 8 é contado по sentido anti-horário de Os para Z. O trabalho t realizado por 
Т. de s, a s, é, então, por definição, 


= (Р соз) (s,- s) 


em que F cos 8 é a componente de Z° na direção do deslocamento 


Observação. No Sistema Internacional de Unidades (SI) a unidade de comprimento 
é o metro (m), а de tempo o segundo (s), a de massa o quilograma (kg), a de força 
о Newton (М) e a de trabalho о Joule (J). Sempre que deixarmos de mencionar as 
unidades adotadas, ficará implícito que se rata do sistema SL 


EXEMPLO 1. Sobre um bloco em movimento atua uma forga constante, paralela. 
ао deslocamento e a favor do movimento. Supondo que a forga tenha intensidade de 
10 М, calcule o trabalho por ela realizado quando о bloco е desloca de x = 2 m a x 


=10m. 


Solução 


O trabalho r realizado por Fé 


0 (10-2 


EXEMPLO 2. Um bloco de massa 10 kg desliza sobre um plano inclinado, da 
altura de 5 m até o solo. O plano inclinado forma com o solo um ângulo de 30°, 
Calcule o trabalho realizado pela força gravitacional, (Suponha a aceleração 
gravitacional constante e igual a 10 m/s?) 

Solução 


0 (posição inicial) 


solo 


7 xa (posição final) 


Pela lei de Newton, а intensidade de 7 é Mg, em que М é a massa do bloco e ga 
aceleração gravitacional. A componente de 7 na direção do deslocamento é Mg cos 
60º. O trabalho t realizado por 7 é 

T= (Mg cos 60°) (s, 5). 


5,60 comprimento da hipotenusa do triângulo retângulo ABC: 


S; зеп 30° = 5 ou s, 


Como cos соз 60° = È,M = 10 e g = 10, resulta 


1-501. ш 


EXEMPLO 3. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo x agem duas forças: 
F, = 107 € P; = 37 Calcule os trabalhos realizados por elas no deslocamento 
dex=1ax 


Supondo que ¿ e F São as únicas forças agindo sobre a partícula, 
calcule o trabalho realizado, no deslocamento mencionado, pela resultante 7; 


Solução 


As forças são paralelas ao deslocamento. 
Trabalho realizado por 2; 


1,-10(5-1)-401 


Trabalho realizado por P; 


3(5-1)--12. 


“Trabalho realizado pela resultante g ( É ouseja d =77) 


т=7(5-1)=281. ш 

EXEMPLO 4. Uma partícula de massa 5 kg é langada verticalmente. Calcule о 
trabalho realizado pela força gravitacional quando a partícula se desloca da altura y 
=1may=5m 

Solução 


Pela lei de Newton, а força gravitacional 7º é dada por 


~ 


ме? 


em que М é a massa da partícula е g a aceleração da gravidade que suporemos 
constante e igual а 10 m/s,. Observe que 7: é paralela ao deslocamento. O trabalho т 
realizado por F é então 


т--М4(5-1) 


т=-200. ж 


Nosso objetivo a seguir é definir trabalho realizado рог uma força variável com 
a posição. Suponhamos, então, que sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo 
х atua uma força paralela ao deslocamento e variável com a posição x, 
Видео T 


Fw 


Observe que f(x) é a componente de F у), na direção do deslocamento. Vejamos, 
então, como definir o trabalho realizado por 7: no deslocamento de x = a a x = P. 
Suponhamos, por um momento, а < b e f (x) contínua em |а, b ]. 

Seja P:a=,<x,<x,<...<x,=buma partição de la, b] 


EB. Ñ 


БЕЛ 


Supondo máx Ax, suficientemente pequeno е tendo em conta а continuidade de f, 
o trabalho realizado de x, , a x, (i = 1, 2, ..., n) deverá ser aproximadamente 
f (Si) Aaj por outro lado, é razoável esperar que a soma de Riemann 


Š оран 

deva ser um valor aproximado para o trabalho realizado por } по deslocamento de 
x= a a x = b e que esta aproximação seja tanto melhor quanto menor for máx Ах, 
Nada mais natural, endo, do que definir o trabalho т realizado por Т (x) = f(x) 7 
по deslocamento de x = a a x = b, por 


ЛЕДІ 


Na definição acima, a e b podem ser quaisquer е f (x) integrável no intervalo 
fechado de extremidades a e b. 

Observe que, se a < b e f (x) 2 0 em la, М, о trabalho realizado por 
F a) = fi) T de x = a a x b, é numericamente igual à área do conjunto do plano 
limitado pelas retas x = a, x = b, у = Ü e pelo gráfico de y = [(х). 


EXEMPLO 5. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo Ox аша uma força 
paralela ao deslocamento e de componente f(x) = 1. Calcule о trabalho realizado 


pela força по deslocamento de x = 1a x = 2. 


Solução 


| 


EXEMPLO 6. Considere uma mola com шпа das extremidades fixa. 


maim 


ШП т 


е suponha que а origem, х = 0, coincida com a extremidade livre da mola, quando 
esta se encontra em seu estado normal (não distendida). Se a mola for distendida ou 
comprimida até que sua extremidade livre se desloque à posição x, a mola exercerá 
sobre o agente que a deforme uma força cujo valor, em boa aproximação, será 


Роҙ--ісі (ei de Hooke) 


по qual k é uma constante denominada constante elástica da mola. 

Suponha, agora, que a mola seja distendida e presa na sua extremidade livre uma 
partícula. Supondo К = 5, calcule o trabalho realizado pela mola quando a partícula 
se desloca da posi 


3) x=02ax=0, 
5) x=02ax=-02. 


Solução 


di =0 Interprete. P 


EXEMPLO 7 (Relagáo entre trabalho e energia cinética). Uma particula de massa. 
m desloca-se sobre o eixo x com função de posição x = x (t) em que x (t) é suposta 
derivável até a 2º ordem em [ty t, ]. Suponha que a componente, na direção do 
deslocamento, da força resultante que atua sobre a partícula seja f (x), com f 
contínua em [x, x, em que x, = x (t) e x, = x (t). Verifique que o trabalho 
realizado pela resultante, de x, a x, é igual à variação na energia cinética, ist é, 


f” faa = 
L ШТ) 


em que v, e v, São, respectivamente, as velocidades nos instantes t, e ty 


Solução 


sidt ou de= vade 


J raras [roms 


Pela Lei de Newton (força = massa x aceleração) 


fx (0) = та (0) 


em que a (t) é a aceleração no instante t, Assim 


" ШЕСІ =m |" vata 
F ШҮ Í (0 (dr р ваша. 


Fazendo na última integral a mudança de variável v = v (t) 


Observação. Se é а velocidade по insane Ly 


0) сф ou dec ait di 


Г лое veau m на mph 


^ n "a 


é, por definição, a energia 


cinética da partícula no instante t. 


Exercícios 11.8: 


1 


Sobre uma partícula que se desloca sobre о eixo x аша uma força сија 
componente na direção do deslocamento é f (X). Calcule o trabalho 
realizado pela força quando a partícula se desloca de x = a a x = b, sendo 
dados 


emquex-x()ev-v() 
b) Calcule o módulo da velocidade da partícula quando esta se encontrar na 
posição x = 0. 
€) Qual o máximo valor de x? Qual o mínimo valor de x? 
4) Em que posição | v | é mínimo? 
2) Como você acha que deve ser o movimento descrito pela partícula? 
3. Uma partícula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a ação da força 
resultante Z (y 
na posição. 


—vi Sabe-se que no instante t = O a partícula encontra-se 
е que, neste instante, a velocidade é у = 2. 


а) Verifique que, para todo t > 0, 


emquex=x()ev=v(0 


b) Qual о máximo valor de x? Qual o mínimo valor de x? 
©) Em que posição | | é máximo? 
d) Em que posição | | é mínimo? 

4. Uma partícula de massa m = 5 desloca-se sobre o eixo Ox sob a ação da 
força resultante Z yy —..5, 7, Sabe-se que no instante t = 2 a posição é 
ea velocidade v = 4. 


id 
аш о máximo valor de v 
9) Qua mico ia: de [A 
e) ma pines mato ayaq 

& Ui elc ac aa e пагана ынаны GR да 
fora remite у= веле ques (0) = 1 y (0) = 0, Enemy 


em função de x. 


6. Uma partícula de massa m desloca-se sobre o eixo Ox com aceleração 
constante a, de sorte que a força resultante sobre a partícula 6, pela Lei de 
Newton, та 7 Sejam x, e v, a posição e a velocidade no instante = 0. 
Mostre que, para todo t 2 0, 


Ж 
emquex-x()ev-v(), 


7. Um corpo de massa m é lançado verticalmente. Seja y = y (t) a altura no 
instante £ (considere о eixo vertical Oy orientado do solo para cima). 
Suponha y (0) = 0 e v (0) = vw, Suponha, ainda, que a única força agindo 
sobre o corpo seja a gravitacional -mg 7 em que g ë a aceleração 
gravitacional suposta constante 

а) Verifique que 2 — d — уу 
b) Qual a altura máxima atingida pelo corpo? 

8. Uma partícula de massa m = 2 desloca-se sobre o eixo Ox sob a ação da 

força resultante F(«) = 1 7 Suponha x(0) = 1 e v (0) = v, > 0. 


о) Relacione v com x. 

b) Determine o menor valor de v, para que a partícula não retorne à posição 
inicial x= 1. 

8. De acordo com a lei da gravitação de Newton, a Terra (massa M) atrai uma 

partícula de massa m com uma força de intensidade (G é a constante 
gravitacional) 


Mm 


ла 


em que r ба distáncia da partícula ao centro da Terra. Suponha, agora, que а 

partícula seja langada da superfície da Terra com uma velocidade inicial v, > 

0 е que a única força atuando sobre ela seja a gravitacional, Mostre que о 
сша nà à Terra é 22% em que 

menor valor de v, para que partícula no retorne à Terra é (ML em q 

М e R são, respectivamente, a massa е о raio da Terra. (Despreze a rotação 

da Terra) 


10. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo Ox аша uma força 7 de 
intensidade 3x e que forma com o eixo Ox um ângulo constante de 30°. 


Calcule o trabalho realizado por F quando a partícula se desloca de x = 0 a x 
=з, 


11. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo х аша uma força 7 de 
intensidade constante e igual a 3 N e que forma com o eixo Ox um ângulo 


de x radianos, 
m. 


Calcule o trabalho realizado por ў quando a partícula se desloca 


ar T 


а) de 


b) de x = 0 a x = л. Interprete o resultado, 


адас 


2. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo Ox аша uma força È 
sempre dirigida para o ponto P (veja figura), e cuja intensidade é igual ao 
inverso do quadrado da distância da partícula a P. 


Calcule o trabalho realizado por 7 quando a partícula se desloca de x 
ax--l 


13. Uma mola AB de constante k está presa ао suporte А e a um corpo B de 
massa m. O comprimento normal da mola é |. Desprezando o atrito entre o 
corpo B e a barra horizontal, mostre que a aceleração a do corpo B é dada 
por 


em todo instante t em que v # 0. 


12 


TÉCNICAS DE РВІМІТІУАСАО 


12.1. PRIMITIVAS IMEDIATAS 


Sejam а O e c constantes reais, Das fórmulas de derivação já vistas seguem as 
seguintes de primitivação: 


a) [са =er+k b) peas Meet 
ojea=er à [La tak 

о [Lact mco seco ората 

о јавља mao + M ј калај ont 
оразаны дреха незж 
pem m [da = tait 


» — ә} РЕТИ 


EXEMPLO 1. Cala 
јава "ја оха 


Solução 


DIETS 


ШЕТІ . 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, lembramos que o domínio da função 
que ocorre no integrando de f f (x) dx deve ser sempre um intervalo; quando nada 
for mencionado a respeito do domínio de f, ficará implícito que se trata de um 
intervalo. 


EXEMPLO 2. Calcule. 


ne а [а ако 
o Паш» ара 
solução 

nic [t eine 


[in (0 se т « 0, 


Parax>0, [ln xl]! = [nx] 


Рагах> [In sl] [ln(79] 


Portanto, para todo x 0 


Entro" L 


ја аде за "кит 
| 
о[ан 


1) Aqui o domínio não foi explicitado: tanto pode ser um intervalo contido em |0, 
+= [como em] -, O. Em qualquer caso 


[um 
———— 
IE 
— 


x= +k 


5еа #-1,] ea = SE 


seen f nha астыға 


Assim; 


[ITE 
EXEMPLO 4. Calcule. 


DEED ДЕНЕ 


ore a] 


Solução 


ou seja: 


EXEMPLO Cala 
ај rie sea 
Solução 

ШЕ 
» [uisa | ше 


EXEMPLO 6. Verifique que 


IE 


атша 


ГЕТЕ" . 


ЕСЕ 


Solução 
Pela observação que fizemos anteriormente, o domínio de f (x) = tg x deve ser 

um intervalo 1, pois, neste problema, tg x aparece como um integrando. Neste 

intervalo temos: cos x > O para todo x em Í ou cos x < 0 para todo x € Í (por quê?) 


Se cosx> 0, [ —ln!cosx1]*=[=Incosx]" 


СЕТТЕ ТЕЕ 


Em qualquer caso, 


J eem mem 
EXEMPLO 7. Seja a + 0 uma constante, Verifique que 


"E ET EERE 


[reir 
EXEMPLO. Calcule 
o f a NE 
о] казу afe 


EXEMPLO 9. Calcule | cos? хиљ 


Solução 


cos 2х = cosx- sen x = 2 cos! - 1 


Então: 


Josa- j 


ou seja, 


Elos 121 
1. слање verifique su resposta por deriva, 

a fra "m 
TET "ED 
o [Fes p |= 


D 


DEL 


» m" 
D m) | i «bas 
[+ о [ee 

p [etm 4 

a ¡(aja a 


— 
"РЕ? ПЕН 

ШЕР 
Јаз) 


m) | cos 5r + aer] de 


Pj ә 


» 


ә 
1 > 
6. Calcule, 
а) | cotar dr b) | coc sede 
БЕТ 227 
ES L oos 2r) а 
e f ostras joa) a 


n 


п [ eim » 
7. Calcule, 
a) [S co лак b) [5 cena de 
o 
ІН a (2 coh xde 


D 
№ 


ЕМЕСІН 


9. а) Verifique que 


Geertie 


терм 


b) Mostre que 


Јаве 


10. славе. 
а Гала Dp 
oj wie à [ssa 
af иза "pu 
MES "E 
[era pf emana 


врата NE 


a 
11. 0) Determine а еВ de modo que 


b) Calcule | sen ér — 


Cala. 
"nem ьамеша 
ајазевма a азама 


13.0) Den e de modo que 
: А 


ву Cale алаа 


14. Calcule feos Sx cos 2r de 


lonia eco (a b). 


15. Cake 
ПЕ” ы [азнака 
df amdecm dedo a |= sasa 


16. Calcule, 
cos x sen de de 


17. Sejam m e n naturais. Calcule. 


122. TÉCNICA PARA CÁLCULO DE INTEGRAL INDEFINIDA 
DA FORMA | fg w) g'(x) dx 
Sejam f e g tais que Im g C D, com g derivável. Suponhamos que F seja uma 


primitiva de f, isto é, F = f. Segue que F (g (x)) é uma primitiva de f (g (4) g'(), de 
fato, 


(F (g (9) 


F(g 00) 90) = f (g Од) 209. 


Deste modo, de 


segue 


[гео өй Fi 


DER 


ш-н): du= рођак 


Гео [raro че тасуға 


m— m 
Јалова | fia as te constano) 
— 
' 
| roa 3 | area 


о que significa que, multiplicando o integrando por uma constante а e, em seguida, 
dividindo tudo por a, nada muda. 


EXEMPLO 1. Calcule І reos ic di 


Solução 


Eni 
[rends Гадаа E | muda 
como 
À Гаа 1 аъ 


resulta 


EXEMPLO 2. Calcule [dx 


Solução 


ou seja, 


EXEMPLO 3. Calcule [ ох + 1° dx 


Solução 


idu 


Como 


Гаа 
a) tus 


resulta 


¡PEA 
$ 


EXEMPLO A Calcule | 


Solução 


Como 


resulta 


EXEMPLOS. Calcule | — 
Solução 


Fazendo и = Зх + 2, du = 3dx. Assim, 


Segue que 


EXEMPLOS. Calcule | Ss 


Solução 


Se fizermos u = 1 + x, teremos du = 4x? dx. Como 4x não é constante, 


j эда 
ТЕЗІ 

Isto nos mostra que a mudança и = 1 + x° não resolve o problema. Entretanto, se 
fizermos u = X°, teremos du = 2x dx; assim, 


Como 


resulta 


Observação. Note que x dx "dentro da integral” já nos sugere и = x° 


EXEMPLO 7. Calcule | xt id dx. 
Solução 


ыза а= эй акад 


Fazendo и = 1 +ë, ди = 2x dx. Assim, 


Jalea Fa. 


ou seja, 


EXEMPLO а Calcule [13 + a 


Solução 


Jalil г јаз aan 


Fazendo и = 1 + x, teremos du = 2x dxe x? = u = 1, Assim, 


Piet and [und 


1 


Como 


resulta 


1 xs - 1 
aa 
de 


EXEMPLO 9. Calcule | sen? vcos vd 


Solução 


sen xcosxdr= | жи? x tens ada) 
A mudança и = sen x implica du = cos x dx. 


sen) cos cdi 


ou seja, 


[oaa ten 


EXEMPLO 10. Calcule | 225 д 


Solução 


u= cos x, du = -sen x dx 


EXEMPLO 11. Calcule | sen! x cos! xd 


Solução 


sen" x cos! x = вел! x cos? x cos x = sen* x (1 = sen? x) cos x. 


Fazendo u = sen x, du = cos x dx. Então, 


[esa | sota se nnn 
sf da-du 
ot 
asim, 
бло аке “Е-е кү, 


EXEMPLO 12. Calcule, 


ора oi 


Solução 


Fazendo u = 1 + x, du=3 dx; assim, 


ou seja, 


ou seja, 


+ 
ШЕШ 


EXEMPLO 13, Calcule, 


rs 
T 


Solução 


Como 


resulta 


Assim, 
Fazendo 

Assim, 

logo, 


[tte 


ou seja, 


І 


EXEMPLO 14. Verifique que 


pom 
solução 
ЕСТЕН 
ыы ЕЗГІ 
— di 
Asi, 
[sace [trt go Enel 


пау = Insect iple 


5 


2 
1 

%- 

—€— 

Se 


ГЕ” 
БЕ 


co een eie 


Calcule (veja a Seção 11.7) 


do + 
а 


DT 
NE 


1 
1 Gera de 
— 4 

Ip 


DE 
res 


3, Calcule. 


” 


» 


a 


h 


b 


m 


sen Sede 


cos Gx de 


pm 


de 
+з 
EN 


HG 
$ed 


«ғыт 


П 
а 
ГЕТО 


xe dr 


sem? x cos x di 


a b) | sen? cos! x de 
a ajenos 
а j [| snc кыйт a 
» ПЕ 
а p euet 
» N 
р | захаа ас q 
n ETT E] 
а Calcule. 

» 

" 

^ 

"TES 


үлі 


5. Suponha a, В, m e n constantes, com a # В. Mostre que existem constantes A 
e Bais que 
mèn 
PTE 


6. Utilizando o Exercício 5, calcule, 


1 
—— an 
ТЕГ 


n 


7. Seja a # 0 uma constante. Verifique que 


тете 

E 

айт my 
SoFa 


БЕТҮ 


жазу” ШЕСІ 


as 


9. Sejam а # 0 e constantes. Verifique que 


prr 


10. Calcule, 


1 
DET n 
um EE 


12.3. INTEGRAÇÃO POR PARTES 
Suponhamos f e g definidas e deriváveis num mesmo intervalo 1. Temos: 
LFG) 9 6) = РО) 909 + Г0 909 


То) 909 =O 960 1 - 109 g (9. 


Supondo, então, que f) g (4) admita primitiva em Ге observando que f(x) 9 (3) 
é uma primitiva de [f 09 g (4) ] ento f (x) g'(x) também admitirá primitiva em Ге 


o лового remar 


que é a regra de integração por partes. 
ndo u = f (X) e v = g (x) teremos du = f(x) dx e dv = g'(x) dx, o que nos 
permite escrever а regra © na seguinte forma usual: 


Suponha, agora, que se tenha que calcular Í z (x) В (x) dx. Se você perceber que, 
multiplicando a derivada de uma das funções do integrando por uma primitiva da 
outra, chegase a uma função que possui primitiva imediata, então aplique a regra de 
integração por partes, 


EXEMPLO 1. Calcule | s cos vd 


Solução 


A derivada de x é 1; sen x é uma primitiva de cos x. Como 1 зеп x tem primitiva 
imediata, a regra de integração por partes resolve o problema. 


[esas лова [rosas 
tt 


T 


Assim: 


EXEMPLO 2. Calcule | ars tg cd 


Solução 


[suwas Гала 


О truque aquí é acabar com arc tg x; vamos então derivar arc tg x e achar uma 
primitiva de 1, 


PS 
' 


Assim. 


ЕГЕ DIT Іште 


ou seja, 


1 л 
In( ex) k . 


Јована нева 


EXEMPLO 3. Calcule [ 2 sen x dx 


Solução 
senado = fepe [rr (аб) de 
11 
ЕКІ 
Assim, 
o [Ponsa дымға [нез 


Calculemos, novamente, por partes Í 2x cos x d. 


Гаека tios [анау 
117 EA 11 
FEM fz fu 
o € 
Subsituindo @ em @, vem 
[sim oe edem они . 


EXEMPLO 4. Calcule | ecos x di, 
Solução 


Fazendo f (x) = e° e g'(x) = cos x, obtemos 


Јонас [saca 


cujo cálculo apresenta as mesmas dificuldades que f e cos x dx, Se fizermos f (x) = 
cos x e g'(x) = e”, o problema é o mesmo. Aparentemente, não vale a pena aplicar a 
regra de integração por partes, 


Mas veja: 


o 


Por outro lado, 


"esas Cos = [ere 


cos di. 


© [émet | 


Substituindo ® em 


jesse Penes ens 
saram, 


ЕТЕГІ 


ou seja, 


[ee 5 бах + сол) +k . 


Multo bem! 


EXEMPLO 5. Calcule | cos 


Solução 
(резенке ононал- | tsena) senz de 
азчы]: 
Assim, 
— — Ја она 


— 
po 
z 
——— 
[Em 
sd 


EXEMPLO 6. Calcule | ес? x dt 


Solução 
[=a = [жехд 
1 Т 
f E 
— [жешкен 
лыт, 


[rinm мек ал Јасарла 
——— 

[edis sets [omine Da 

[edic nes | unie [enin 


e, portano, 


хае ела funda 


bsec tgal, 


resulta 


[seva Escort Y шнек егізі. . 


Vejamos, agora, como fica a regra de integração por partes na integral definida 
(integral de Riemann). Sejam, então, f'e g duas funções com derivadas continuas em 
[a,b ]; vamos provar que 


store r sto - Presas 


1 


De fato, de 
(099 б) =e) g (9 T - f) 009 em la, b| 
кше 
[rogwa- оо вога rosas 
оер, 


овоза eren ако | = ferio ко) de 
EXEMPLO 7. Calcule [sin de 


Solução 


[omar [окоо 


3 calda a: 
gr S "I 


EMT 


Assim, 


1 өш T mi- 


[sana tae 
| a REPE. 


П 
EXEMPLO В, Calcule [3 s. ш, y dy 


Solução 


i 
ire sem хс [s are sen adj — 


Assim, 


ou seja, 


Бенісі:123---------- 


1 Calcule. 
о [sea Dem 
a [264 араа 
a fura ПЫ” 
sss ШЕ 
ЕСІ ШЕ 


JE 
nje 


a) Verifique que 


Геза- 2 atas 


em que n> 1 éum natural, 
P) Calcule | sas 


Verifique que, para todo natural n # 0, tem-se 


na 


a er dem Lott coe 2 | а-ы 


"T 


4, Utilizando o item (a) do Exercicio 3, calcule. 


à [eds Tm 


5. Calcule | 77 sens ds > 0 constame, 


6. Verifique que para todo natural n > 1 e todo real s» 0 


8. Sejam m e n dois naturals diferentes de zero, Verifique que 


1 1 
а-а" ds ar ac ari a 
DEI Í П E 


ГЕЦ 
" тт 
y tacta E 
lo ШЕГЕНІ 


9. Verifique que, para todo natural n > 2, 


11. Suponha que g tenha derivada contínua em [0, + [e que g (0) = 0. Verifique 
que 


[eva ете 


12. Suponha f" contínua em [a, b]. Verifique que 


n 


i 


13. Suponha f" contínua em |а, b]. Conclua do Exercício 12 que 


fibe fi) +) фа + fedi 


124. MUDANCA DE VARIÁVEL 


Seja f definida num intervalo 1. Suponhamos que x = q (u) зеја inversivel, com 
inversa и = 0 (x), x є1, sendo y e 8 deriváveis, 


® jte eme шуа = га) + ke D.) 


Јо к(боуу+® 


De fato, de D 


Fl) = f (p (u) өш) 


então, 

EN = E) о) 
Flo (0 коду е (000) 0^6 
= 


pois, 9 (8 (х)) = x e 9(8 (09) 6 (х) = (o (8 (9)у = 1. 


ееш) ; фео) 


observando que, após calcular a integral indefinida do 2 membro, deve-se 
voltar à variável x através da inversa de q. 


EXEMPLO 1. Calcule | 42 el ds 


Solução 


ЕТУ 


tet) 
Ж 
ЕТ 


І x deni de= | uma Ма du 


ou seja, 


ee e eem ek . 


Observação. A mudança x + 1 = и, u > 0, também é interessante; veja que esta 
mudança elimina a raiz do integrando. Faça os cálculos adotando esta mudança. 


EXEMPLO 2. Calcule 


de 


Solução 


а TREE casa do 


=Í [cosa cos u du 


= leos ul = cos w, pois, не] z El 


m 
pn ie 


— 


segue u = arc senx е оозу = \1— x? ово 


жх 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, faremos а seguinte observação: 
supondo f integrável em (а, b] e F = f em |а, Б], pelo 1.º Teorema Fundamental do 
Cálculo 


® frons- fo 


Observamos que 0) continua válida se supusermos f integrável em la, b], F 


contínua em [a,b] e P = fem Ja, Ы (verifique). ш 


EXEMPLO 3. Calcule f 


la 
Solução 


Pelo exemplo anterior, F(x) 


1 1 А 
arc senx | x fi~ x? é uma primitiva de 


integrável neste 


4258 em [0,1 L Como F é continua em 0,118 ji = 12 
intervalo, segue da observação acima que 


Observação. L ис ens La (ES é uma рана de [STE ast 


[(verifique). Cuidado, are sen e ibo año deriviw ай Le = 


Y 


No próximo exemplo, vamos calcular novamente [' /|— x? ax utilizando а 


Md 
fórmula de mudança de variável na integral definida. т 


EXEMPLO 4. Calcule n m 
la 


Solução 


у = sen at de = cos u du 


u=0 (sen 0 = 0) 


1 


Riemann 


logo, 


[A LIH Eos u| cosa du. 


Como ue [ 0. 2 | соз и > 0; daí | cos и | = cos u. 


Assim, 


ou seja, 


Observe que náo houve necessidade de se retornar à variável x! 


Observação importante. Na mudança da variável na integral definida 


Pta [rise da 


а mudança x = g (и), u € le, d] não precisa ser inversível, o que precisa é g' ser 
contínua, g (c) = a e g (d) = b. 

А ocorrëncia de raiz no integrando é algo muito desagradável; se perceber uma 
mudança de variável que a elimine, nào vacile. 


EXEMPLO 5. Indique, em cada caso, qual a mudança de variável que elimina a raiz 
do integrando. 


ТЕГІ ТЕС 


"nm 
әр 


n |F rasa 


DIE 


IS 


- de 


Solução 


a fit? а 


Como 1 +18? 8 = sec: 8, a mudança x = tg 8 elimina a raiz do integrando. 


5 [fica = 


EI 


E 


sen elimina a raiz do integrando. 


de 


e, portanto, nenhuma mudança de variável é necessária. 


„| 


GZIP х=? 


x-1=senuoux=1+senu 


resolve o problema. 


ө] =й а-э 


Primeiro vamos expressar о radicando como uma soma de quadrados: 


p 
шаа 
1-ө- 
Assim, 
[is aem fice? de 
Amua x-1 = sem v o problema, 


r? tAr- dh 


nj 


ou seja, 


эеё+ак-3=1-(х-2у 
A mudança de variável x — 2 = sen u resolve o problema. 


o [Paz а= [fere aeu 


ЕГІ 


resolve o problema. 


a [5-5 ae [5 


resolve o problema. m 


EXEMPLO 6 Call | + de 


Solução 
СЕТТЕ) 
КЕРЕГЕГЕ 
тем = weapon mesmo (5 и), 


Im 
Pelo Enemplo Баз sego anterior, 
[essa 
—— оса ++ 


Voltemos à variável x: 


au ex =веси 


como зеси > 0, sec у = |+ 


edes ta fio] 


EXEMPLOZ, Cice | +2 de 
| 


Solução 
[ea 
h 

[=н idm m udi 

аео шизобво=о 


b 


VE +02 +11, 


EXEMPLO 8, Calcule a área do círculo de raio r. 


Solução 


e= [ESA de 


E 


[A КЕБЕ 


Temos 


x=rsenu ;dy=r cosu du 


r=0 TD 


ou seja, 


Portanto, 


Бенісі:124----------- 


1, Calcule. 


E a 

а n 

m. m 

à 2 [5-6-1 as 

n |а mf a 
П 

ТЕРГЕН ој == 


ма 


2. Calcule a área do conjunto de todos os (x, y) tais que 42 + у < 1. 


3. Calcule a área do conjunto de todos os (x, y) tais que. 
b>0) 
4. Calcule. 


а розра 


^| ет“ 


n [Jie i 


Nr 


ЕСІ 
І 


"2 " 


5. Sejam m e n constantes não nulas dadas. Verifique que 


mue 


6. Com uma conveniente mudanga de variável, transforme a integral dada 


mma do po | ELEA «(men constants) calcule 


7. Calcule a área do conjunto de todos (x, y) tais que x° + 2y < 3 ey 2 x. 


8. Calcule a área do conjunto de todos (x, y) tais que ¿> (1592 ез у 3. 


9. Indique uma mudança de variável que elimine a raiz do integrando. 


A 
ӘМ 
of 
af af 


о fai de m fito de 


42 a 


за 


„заза DUE 
125. Р (х) 
INTEGRAIS INDEFINIDAS DO TIPO | a 
Ге =m =p e 
Pu) 
Para calcular | Шана = pJ vamos precisar do seguinte отепа, 


Teorema. Sejam a, f, me n reais dados, com a + В. Então existem constantes 
A 


m+n 


ae 


a ea. 
атау 


Demonstração 


LA Ba - AB 
a В =s 
Basta então mostrar que existem A e B tais que 


[A Bom 


|ва+ав= 


Este sistema admite solução única dada por 


_ат%а Bm+n 
В а-в 
m+n _ mzma , ma*n 

т” T 7 Т T 
-a (сай (а-ай тај (ш-ай 


тха), та+л 
b «т. 


Tomando-se, então, А = me B= ma + n 


m+n 


Gar 


Observe que em cada fração que ocorre no teorema acima o grau do numerador 
é estritamente menor que o grau do denominador. 
Vejamos, agora, como calcular 


Ро) 
—— 
lran ui 
em que P (x) é um polinômio. Se o grau de P for estritamente menor que o grau do 
denominador (grau de P < 2) pelo item (g) do teorema 


PG) 
ТЕГІГЕГІ 


| ÑO arm amara Bil- pisa 
Toa 
Sea grau de P for maior au ш ao do dead, precisamos antes "extrait 


LIS во) 
0) оа E 
(x-a) (х – В) ea (x-a) (х – B) 


em que Q (5) e R 00) são, respectivamente, o quociente e о resto da divisão de Р(х) 
por (x-a) (x D. 
Observe que o grau de R é estritamente menor que o grau do denominador. 


Não se esqueça: você só pode aplicar os resultados do teorema anterior quando о 
grau do numerador for estritamente menor que o do denominador. Se o grau do 
numerador for maior ou igual ao do denominador, primeiro “extraia os inteiros”. 


EXEMPLO 1. Calcule | 33 — 
Ж#-м+ї 
Solução 
x -362-2(-1) 6-2) 


O grau do numerador ë menor que o do denominador, Pelo item (а) do teorema, 
existem constantes A e B tais que 


E 
EE 


Já sabemos que A e B existem; o problema é calculá-los. Para todo x, devemos 
ter 


x*3- A(x-2)  B(x- 1). 


4-А(1-2ошА 


Fazendo x= 2 


5=В(2-1)оиВ=5. 


чаја - L+5lnls=21+4 


a+] 


ou seja, 


Ala br 5 21+ k, . 


EXEMPLO 2. Calcule [ 


1+1“ 
Solução 


O grau do numerador é igual ao do denominador. Primeiro precisamos extrair 
os inteiros. 


DETTES] 


1-382 


En 


+2 


Зк=А(х-2)+В(х-1). 


Fazendo х = 1, obtemos A = -3. Fazendo x = 2, obtemos В = 6. Assim, 


x 
J a+ бан -311-11 +61- 2 
тоғаны, 
—Á—— . 
КЕН 
Para calcular = UO ду, é mais interessante fazer a mudança de variável и = 
rx 


x a do que utilizar o item (b) do teorema, 


EXEMPLO 3, Calcul | 2 a 
rm 


Solução 
uax-leksutldisdü 
Gua раша ry 
y 
„је жм +зи+3 
Assim, 
| thas sekala 
[I 2 П 


зарж lI +4 


EXEMPLO A Catete | Las 
Solução 

Pase me 
кию 


resulta 


e, portanto, 


Por outro lado 


tens 
= 
pm 
оер, 


Jueza 


|se xtg x [e 


Calcule. 


12.6. PRIMITIVAS DE FUNÇÕES RACIONAIS СОМ 
DENOMINADORES DO TIPO (x - a) (x — f) (x - y) 


A demonstragáo do próximo teorema é deixada para o final da segáo. 


Teorema. Sejam a, B, y, m, n, p reais dados com a, B, y distintos entre si. 
Então existem constantes A, B, C tais que. 


m net p. 


MTS 
m? tnt 

by RE D 
(UA -8 а-в 


Observe que, em cada fração que осогте no teorema acima, o grau do 
numerador é estritamente menor que o do denominador. 


EXEMPLO I Gali | 25 
Solução 
O gras do ишенди: é malor que o de denominada, Primeiro devemos 


Моб олені 
EM 
DES 


E-e- 2x x (8x2) 


EE 
AE] 


A 


Зе +4х+1=А(х*1)(х—2) + Bi = 2) + См + 1). 
1 


Fazendo x = 0, х = -1 ех =2, obtemos A = -1.В-бес Assim, 
1+4 
ou seja, 
a 
пада mie 214k. . 


6 


EXEMPLO 2. Calcule f 


Solução 


léraiz dex! - хе x 1. Então, 


GR 
хдво (7 D+C(x+1). 


3 3 
2Couc= 


Fazendo х = 1,3 


Fazendo x 


dñoma=-L 
7 


mdox=0,1= —1-В+ 2 ви ве L 
a 2 4 


Assim, 


ati) a 


ou seja, 


+E 


шия mi-i- 
4 3 28-5 


Antes de provar o teorema enunciado no início da seção, vamos mostrar que se 
m, n, p е a sào reais dados, então existem reais т, n, e p, ais que 


тё+пх+р = т, (xay + п, (xa) + p; 


De fato, fazendo x 


(x — 0) +a vem 


под прет а tal niea tal tp 
тоа) $ Qum + ny — а) + mal + na + p 


Maa Fm a+», 


em que m, = m, n, = 2am + пер, 
А seguir, faremos a demonstração do teorema mencionado acima. 


ia, + na + p. 


3) Pelo que vimos na seção anterior, existem constantes A, e B, tais que 
E Mm 
в-да-роа-э) DEA 


А 


4 B 
DEAN AA 


Segue que existem constantes А, В, A, B, tais que 


A , à - 
атаа аваси x-a 


Assim, 


q 


n 


ram] 


em que A, = A, B, = A, e C, = B, + B, Temos, agora, 


m) buck p т(х-аў +щ(х-а)+т 
ааа Вих (a BN 


mira) 
UY 


mo. т 
Ya 


Segue que existem constantes A, B, C (por qué?) tais que 


мер 
аав) 


» 


B ] 
E 
Assim, existem constantes А, В, С, tais que 

1 А 


Gaya BE 


G-eG-B ü- 


с 


-B G-BV 


Deixamos a seu cargo terminar a demonstração deste item. 


€—— 
1 саше 

da” 

apa ob 


a+ 


2. а) Determine A, B, C, D tais que 


12.7. PRIMITIVAS DE FUNÇÕES RACIONAIS CUJOS 
DENOMINADORES APRESENTAM FATORES 
IRREDUTÍVEIS DO 2.º GRAU 


Vamos mostrar, através de exemplos, como calcular | 
b- 4ac < 0. 


EXEMPLO 1. Calcule | +! 


Solução 


Primeiro vamos escrever o denominador como soma de quadrados: 


жеке (рау нт (++ 
Assim, 


a+! 
a 
ET 


зені 


Façamos, agora, a mudança de variável 


u=x+1, du=dx 


dun 
1 тж) те 


=ш(@1 +é) аи + 


ou seja, 


EXEMPLO 2. Calcule f 


Solução 


Como o grau do numerador é igual ao do denominador, primeiro vamos extrair 
os inteiros, 


MAS [rare 


12-40-13 T 


ре tart 13= +4х +4 + 9 = (x+ 2) + 3, segue 


PEO ао] aene 
ETE] G+ +F 


Fazendo x + 2 = Зи, dx= 3du, 


IET 


200-210 


ou seja, 


ШЕГЕР ТЕН 


ao y 
Iam 


Assim, 


jas 
такта 


Vejamos, agora, como calcular integrais indefinidas do tipo 


j s 


em que P é um polinômio À = b? 
Para tal, vamos precisar do 


Teorema. Sejam m, n, p, a, b, се а números reais dados tais que А = b° - дас 
< 0, Então existem constantes A, B, D tais que. 


mene p Bb D 
Ga Mud ере i-a ате 
Demonstração 
A, BED (aA B) x? A AAA A 
ха ТЕН Galan + bx + c) 


Basta, então, mostrar que existem A, B, D tais que 


far в =m 
Ib = ab + р-п 
[а-ар =p 


O determinante do sistema é 


a 1 o 
b-a 1 
с 0 -a 


aa? + ba +c *0, 


ax + bx + c não admite raiz real. O sistema acima admite, então, uma única 
solução. ш 


EXEMPLO 3. Calcule f +1 


Solução 


O grau do numerador é maior que o do denominador; vamos então extrair os 
inteiros: 


БТ Le 


жы 
ЕГЕН! 


Assim, 


[n 


бе +2х 4) + (Вк O (72). 


22 


Fazendo x = 2,35 = 1201 4 


Fazendo х= 0,1 = 4A-2Couc = 16. 


Fazendo x=1,10=7A-B-Cou B = 


Assim, 


IA A 
Precisamos, agora, аай 
erre 
Temos 
ETE И 
3.204 2.3 
" 
a 
Conclusão 


з 
marta aro 
2 E 12 


Calcule. 


12.8. INTEGRAIS DE PRODUTOS DE SENO E COSSENO 


Nesta seção serão utilizadas as fórmulas a seguir, cuja verificação deixamos a 
seu cargo. 


sena cosb= 


A [sen(a + b) + sen(a - by] 


соҳа + B) + сома - 6 


L teos(a = by= costa + ыу 


EXEMPLO 1. Calcule је Зх cos Redy, 
Solução 


Pela primeira fórmula acima (a = 3x e b = 2x), 


Daí 


EXEMPLO 2. Calcule | cos? sd. 
Solução 
cos? x = cos x cos x. Pela segunda fórmula acima (а = x e b =x), 


1 1 
(cos 21 сов 0) = сова + 


EXEMPLO 3. Calcule [sen 3x sen Sx ds. 


Solução 


жабы nt 


(ie Spe cost 23) cos 8] 


Como cos(-2x) = cos 2x, pois о cosseno é função par, resulta 


ЕТІҢ 
16 


p: 


EXEMPLO 4. Calcule [sen' sds. 
Solução 


De 


sen rsen x = соу = x)= cosx le 


segue 


Como o seno é função impar, sen(-x) = -sen x, e, portanto, 


à Знов х sen3r 
4 4 


Logo, 


ETT 
4 12 


+k . 


II E 


EXEMPLO 5. Calle [coco mud cos л cos xdi, sendo те п naturais 


nào nulos. 


Solução 


сом + ma + cosin — mad) 


1º САВО: n=m 


[| cos mcos mude m 
2 CASO:n mM 
FE cos co made [MEM stan a, 
= 2| am ncm 
Conclusio: 
Femme lt арн . 
Exercícios 128 


Calcule, 


а еткеніме » згені 
o [гезен б jexrin zu 
€ 


pjesa 0 шшш 


Calcule Г, sent cos тайх, sendo m e п naturais nào nulos. 


Calcule 


senn sen muda, sendo m e п naturais não nulos. 


129. INTEGRAIS DE POTÉNCIAS DE SENO E COSSENO. 
FÓRMULAS DE RECORRÉNCIA 


Inicialmente, vamos recordar as fórmulas 


1_cos2r 


[Se n for impar. faga u= cos xe sen? w= 1— cos! x 
1 cor 


[Se oe impar, бөрі 


cost міс 


[Sensor par, faça cosè y 


EXEMPLO 1. Calcule | cos? xdv 
Solução 


joas 


Fazendo u = sen x e, portanto, du = cos xdx, resulta 


A E 


Logo, 
E 


IU dro sen х — +k. ж 
EXEMPLO 2. Calcule [sen 3x dx 
Solução 

е str рев 3x en su 


А mudança de variável и = cos 3x implica du = -3 sen 3xdx. Temos, então, 


Геза) а 


EXEMPLO 3. Calcule fsent ids 


Y genet 


Portanto, 


festa 


Para o cálculo das integrais | ал лао feos хах, omn > 5, recomendamos 
utilizar as fórmulas de recorrência que serão estabelecidas no próximo exemplo. 


EXEMPLO 4. Seja n um número natural, com n > 2. Mostre que 


a) fent ndo ent! sse. frt ad 


n 1 n=1 
b) Гон" лах = сони sene 


рме? му 


Solução 


a) Vamos integrar por partes, 


Jue = ра asen sien ent cns [in De x oos ateos a)r 
dal " 3 

Jien" de= sent! хез мө [se a(t sent ә 
ou seja, 


рен dem net sinn D frem teto fa as 
————— 


n [sent Adeo sent 


cest finr a 
e oram, 

Just teo Lg eost Z font nt 
Deimosa cargo dolor. ж 
EXEMPLOS. Calcule [cos s 
Solução 


Pela fórmula de recorrência, temos 


Геза 


— 
Coma IS хах = sen x, resulta. 


A 


: E 
fes ate Lost qc tb? st ен 


Vejamos, agora, como calcular integrais de produtos de potências de seno e 
cosseno. Sejam m e n números naturais, 


[sar томе м7 


Se n for impar, faça и = cos x 
Se m for impar, faca и = sen x. 

Se m e n forem pares não nulos, faça sen: 
ou cos? x = 1 — sen? x e utilize as fórmulas de recorrência acima. 
[I CENE ES 


1-соғх 


Ou eno, faca sen? 


EXEMPLO 6. Calcule [sen' 3x cos? 3 xdr 
Solução 
пазе, vamos fazer a mudança de varišvel = ave, para, E 


Segue que 


mm 


Vamos, endo, ao cálculo de [sen оқ? 2: Como ambos os expoemes são 


impares, podemos escolher а mudança de variável u = cos z ou u = sen z. Vamos 
escolher a segunda. 


Escolhendo u = sen z, du = cos zdz. Lembrando que cos? z = 1 — sen? z, vem 


ut u6 semi zo ма 
езе ue waya É é 
Tx 


4 6 


Portanto, 


Kiss ta 
o a E 
al 4 в 


EXEMPLO 7. Calcule fsen? x cos? хіх. 


Solução 
1: processo 
fest roo? são 
m 
меке sti facos? занде (A 9555 
— 
[se so uie (2 mu 

2: PROCESSO 
€ ———MM—X— — 

¡O E 


3º PROCESSO 


Fazendo sen? x 


|е хс? v dx 


EXEMPLO 8. Calcule I Tx sen ade. 
Solução 
Aqui a melhor alternativa é proceder como na seção anterior. Temos 


1 


cos? 7л зеп de= > | + cos 14a)sen лі sen лак + | xeos Lad 
ES fo lapsen йс = [зам + f 


De senx cos ldx = [sen 15у нео 1359 e (sen 15у sen 13) segue 


cosx сіз, cos13x 
+ собу | cosl 
E 


IL m 


Exercícios 12.9 


1. Calcule, 


em n 


ә [sl x cost não л feos? 2a sen? зын 


"m 


2. seja f (3) uma uno continua 
0) Mosre que a mudança de variável u = sen x transforma a integral 
ума дела | ломи 


b) Mostre que a mudança de variável u = cos x transforma 
ficos cen кісен =f үй 


3. Utilizando o Exercício 2, calcule. 


nmm PIE m 
aera о [2824 


12.10.INTEGRAIS DE POTÉNCIAS DE TANGENTE E SECANTE. 
FÓRMULAS DE RECORRÉNCIA 


Inicialmente vamos relembrar as seguintes fórmulas: 


кешене 
А 
3 [s= 14k 


me 


ЕЕ" 


[E 


surta a) 
Ee 
6, [sec хзест\ш міх en am 


Para o cálculo de integrais de poténcias de tangente e de secante, com expoente 
natural n, n > 2, utilizam-se as seguintes fórmulas de recorrência: 


L fie" xde 


ТЕРДІ 


ЕЗ” же"? ade (Exemplo 7) 


EXEMPLO 1. Calcule fts? ма 


Solução 
1º PROCESSO 
fu ate јеле: sic vio Газа 
portanto, 
је xh ШЕЛІ 
2^ PROCESSO 


јел 


Fazendo и = cos x e, portanto, du = -sen xd, vem 


ти 


Portanto, 


(Observe que © P 


EXEMPLO 2. Calcule (е ui 


Solução 


fu sic fie? кес еа ue [йш 


Segue do formulário acima 


feto 


No próximo exemplo, estabeleceremos a fórmula de recorrência para o cálculo 
de integrais de potências de tangente. 


[ k. . 


EXEMPLO 3. Sendo n um número natural, п > 2, mostre que 


-fie 


Језа sis 


Solução 


ro јама шака nac fitt a e 


1g xis. 


Portanto, 


јела 


EXEMPLO 4. Calcule [ш sx 


Solução 


Pela fórmula de recorrência, 


Portanto, 


јел 


EXEMPLOS, Calcule [ес ve? s 
Solução 


1.º PROCESSO 
Vamos utilizar a fórmula 6 do formulário dado no início da seção. Temos 


ssa fc rene 


етеш 


sec x see etd әй xsee x tg xdi 
e, portano, pela fórmula mencionada, resulta 


E 


[= nt nte 


2.* PROCESSO (Expressando o integrando em termos de sen x e cos x.) 


|= =a ate 


Fazendo u = cos x e, portanto, du =-sen xd, resulta 


SA [esas aer er 
e, portano, 
I 


EXEMPLO 6. Calcule [see x tg? ut 
Solução 


[кезй tem fes e? x dem fe пас faee xak, 
Para o ойдо de Js? nd vamos ticas irai рог ars Temas 
Jrs xt eee ngee? заеме fueros 
; 
Segue que 
A A 


Temos, então, 


шемен feudo 
s porno, 


(кеме SE, Шека 


Conclusão: 


serus араса 


ЕГІ 


No próximo exemplo será estabelecida a fórmula de recorréncia para o cálculo 
де integrais de poténcias de secantes. 


EXEMPLO 7. Sendo n um número natural, n > 2, mostre que 


set siga оп 


За 


Solução 


Vamos proceder exatamente como no cálculo da integral de sec” x efetuado no 
Exemplo 6. Temos 


Јес ме [a teens vga [an tee 


ші 
nm 
e oram, 
Je size cata den 
— 
Logs 


Para finalizar a seção, sugerimos a seguir como proceder no cálculo de produto 
de potências de tangente e secante. 


[|же хш" ма 


Зе т for impar, proceda como no Exemplo 5. 
Se m for par, expresse o integrando em potências de sec x, como no Exemplo 6, 


e utilize a fórmula de recorrência para o cálculo de integrais de potências de 


Exercícios 12.1 


1 


Calcule, 
PRSE 
СЕЕ 


ә еза 
а Гаа ы маза 

мебан qe 

a романнан afons nirea 
ә |== aiaga a Јоан сода att 


а ашт 


12.11.A MUDANÇA DE VARIÁVEL y = tg E 


é recomendável sempre que o integrando for da 


A mudança de variável u 
forma Q (sen x, cos x), em que Q (u, v) é um quociente енге dois polinômios nas 
variáveis u e v. Se o integrando for da forma Q (sen ал, cos œ), а constan, 
ЈЕ 

Ames de passarmos aos exemplos, vamos relembrar duas identidades 
trigonoméricas importantes 


sugere-se a mudança и 


sen re 2sen 


Assim, 


Por outro lado, 


ou seja, 


Observe que 


EXEMPLO 1. Calcule f de 
Solução 
à DTE 
a-[— a 
IE 
Assim, 
Como 
resalta 


IL 


Assim, 


Portanto, 


EXEMPLO 2. Calcule | - 


Solução 


Isa ти 


Јата 86 


Como 
1 ER 


wur) и utl 
шь 
e 
E 
ЕГЕ 


resulta 


ET m 


ТЕСТТЕРІ 


Exercícios 12.11 


Calcule 


= & 
5) 3 cos x — ser 


13 


MAIS ALGUMAS APLICAÇÕES DA INTEGRAL. 
COORDENADAS POLARES 


13.1. VOLUME DE SÓLIDO OBTIDO PELA КОТАСАО, ЕМ 
TORNO DO EIXO x, DE UM CONJUNTO A 
Seja f contínua em [а, b], com f (x) > 0 em [а, М; seja B o conjunto obtido pela 
rotação, em torno do eixo x, do conjunto A do plano limitado pelas retas x = a e x = 


b, pelo eixo x e pelo gráfico de y = f (x). Estamos interessados em definir o volume 
Vde B. 


Eq 


Seja Ра = x < x, «X «s < x, SM <... < x, = b uma partição de la, b] e, 


respectivamente 
da página anterior, Z; 
тгл? As, = Volume do cilindro de altura Ақ e base de raio f7,) (cilindro de 
“dentro”) 


= pontos de mínimo e de máximo de f em [x, , x]. Na figura 


Uma boa definição para o volume de V deverá implicar 


У аР ax, s volume = У, zf; 


Pax; 


para toda partição P de |а, b]. Para máx Ax, ~ 0, as somas de Riemann que 


comparecem nas desigualdades tendem a [a | (a) dis; nada mais natural, então, do 


que definir o volume V de B por 


«луға 


ул У axem qe y= feo 


EXEMPLO 1. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo x, 
do conjunto de todos os pares (x, y) tais que x? +y” < P’, y > 0 (r > 0). 


Solução 


Y + y! < ту > 0, é um semicírculo de raio r. Pela rotação deste semicírculo em 
torno do eixo x, obtemos uma esfera de raio г. Temos: 


Segue que o volume pedido 6 


маште = hac cae ЕЯ 


EXEMPLO 2. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo x, 
do conjunto de todos os pares (x, y) tais que Le y x 15 x< 2. 


Solução 


O que queremos é o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo x, do 
conjunto hachurado. O volume V pedido 6 igual a V, — V, em que V, e V, são, 
respectivamente, os volumes obtidos pela rotação, em torno do eixo x, dos 
conjuntos A, e A, hachurados. 


[еа 


Deste modo, o volume V pedido é: V 


ж 
з 


O próximo exemplo é um caso particular do teorema de Papus (Papus de 
Alexandria, ЈУ século d.C. para volume de sólido obtido pela rotação, em torno de 
um eixo, de uma figura plana que não intercepta o eixo. Tal teorema nos diz que, 
sob determinadas condições, o volume do sólido obtido pela rotação, em torno de 
um eixo, de uma figura plana que nio intercepta tal eixo é igual ao produto da 
área da figura pelo comprimento da circunferência gerada, na rotação, pelo 
baricentro (ou centro de massa) da figura. (Veja Exercício 3, Seção 13.9.) 


EXEMPLO 3, Considere um retângulo situado по semiplano y > 0 e com um lado 
paralelo ao eixo х. Seja P a interseção das diagonais. Mostre que o volume do 
sólido obtido pela rotação em torno do eixo x 6 igual ao produto da área do 
retângulo pelo comprimento da circunferência gerada, na rotação, pelo ponto P. 


Solução 


Consideremos o retángulo 


asxsb e 0<с<у<4 


ou seja, 
Улф -a) 
e, portanto, 
м4 A) 
em que 2л 44% ë о comprimento da circunferência gerada pelo ponto P e (d сь 


— d) é a кс до resogalo, (Oberve que o reslado expresso neste exempla. 
continua válido se as expressões "semiplano y = 0" e "em torno do exo x” forem 
Substituídas, respectivamente, por "semiplano x > 0" e “em tono do eixo y”) = 


Antes de prosseguirmos, vamos destacar o 2° Teorema Fundamental do Cálculo 
(ou simplesmente Teorema Fundamental do Cálculo) cuja prova é deixada para o 
Vol. 2. Seja g uma função contínua em um intervalo Г e а um ponto de I, a fixo. 


Assim, para cada xem t dress Podemos endo considerar a адо que a 


cada x em I associa o número Í луй. Pois bem, o 2º Teorema Fundamental do 


сйс nos diz que [ga é ama primitiva de go) em 1. Vejamos como podemos 


nos convencer desse fato. Conforme veremos no Vol. 2, sendo g contínua em 1, 
existirá G tal que, para todo x em 1, G (x) = 409. Pelo 12 Teorema Fundamental do 
Cálculo, [axr = GG) — Gta, da, e lembrando que Оа) é constant, resulta, 


para todo x em 1, 


Loa Fei- аана 


e, portanto, 


П 
prem 


Agora, podemos prosseguir. 
Seja f (x) = 0 e contínua em la, B]; para cada x em [a, В], 


vosa [una 


é o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo x, do conjunto 
hachurado, 


E T 


T а . 


Sendo f contínua em lo, B), л If Р também será contínua neste intervalo, Dai, pela 
'eorema Fundamental do Cálculo, 


dv d 
ad ова 


ах 


Assim, dV = z [f (0) dx, ou seja л If (T dx nada mais é do que a diferencial do 
volume V(x). Observe que a diferencial dV = nif (x) dx é o volume do cilindro 
gerado, na rotação em torno do eixo x, pelo retângulo de base de e altura f (x); dV é 
um valor aproximado para a variação AV em V correspondente à variação dx em x. 
Então, o volume do sólido de revolução, em torno do eixo x, do conjunto ((x, yla < 
x< b,0< y ГО) é obtido calculandose а integral da diferencial do volume para x 
variando de a a b. 


Exercícios 13.1 


1. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação 
conjunto de todos os pares (x, y) tais que 


em torno do eixo x, do 


a)lsx<3e0sysx 
1 


1 сує<зеб=у 
Өдінхедебеу ух, 
зе sy sleyzQü 
e)yz0 1sxs2ex -y 21 
ровлеје ју нунз 
ge sysx 
фохускех њу e2 
дузжем ту ea, 
jisesysaeyzü 


[RE 


my + (у 27 «1 


2. (Teorema de Papus para а elipse.) Considere o conjunto А de todos os 


pontos (x, y) tais que 


aca? 0-8) 


«1 (>бев>д) 


e situado no semiplano y > 0. Mostre que o volume do sólido obtido pela 
rotação, em torno do eixo x, do conjunto A é igual ao produto da área da 
elipse pelo comprimento da circunferência gerada, na rotação, pelo centro 
(a, B) desta elipse, 


3, Considere um triângulo isósceles situado no semiplano y > 0 e com base 
paralela ao eixo x. Mostre que o volume do sólido obtido pela rotação 
deste triângulo, em torno do eixo x, é igual ao produto da área deste 
triângulo pelo comprimento da circunferência gerada, na rotação, pelo 
baricentro do triângulo. 


132. VOLUME DE SÓLIDO OBTIDO PELA ROTAÇÃO, EM 


TORNO DO EIXO y, DE UM CONJUNTO A 


Suponha f (x) 2 0 e contínua em [a, b], com а > 0. Seja А o conjunto do plano de 


todos os pares (x, y) tais que a < x < be 0 < y < f (x). Seja B o conjunto obtido pela 
rotação, em torno do eixo y, do conjunto A. Nosso objetivo, a seguir, é mostrar que 
é razoável tomar para volume de B o número 


> 
® v |, ШЕЛ 

xa, em que у= fio) 
Seja Pra оуд. < x, = В uma partição de a, b] e seja c, o 


ponto médio de [x x]. 


eX b 


Seja R o retângulo x, , «x «x e 0 < y < Де). Pelo teorema de Papus para retângulo, 
o volume do sólido gerado pela rotação do retângulo R, em torno do eixo y, é 


Pm, fe) Ах (Confira, 


Deste modo, a soma de Riemann 


= 
é um valor aproximado para o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do 
eixo y, do conjunto A. Por outro lado, pelo fato de f ser contínua, tem-se 


ла ro [eco 


Logo, é razoável tomar (D para volume de B. Veremos no Vol. 3 que esta nossa 
atitude é correta. (Para uma prova de ©, num caso particular, veja Exercício 3 desta 
seção) 


EXEMPLO 1. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo y, 
do conjunto de todas (x, y) tais que 


[S 


Solução 


Já sabemos que dV = 2л x[(x)dx é a diferencial de V(x) 


за arios. Agora, 
observe que f (dx é a área do retângulo de altura f (x) e base dx e, para dr 
suficientemente pequeno, 2mx é aproximadamente o comprimento da circunferência 
gerada pelo baricentro do retângulo mencionado e dai, pelo teorema de Papus para 
retângulos, 2л xdv é aproximadamente o volume do invólucro cilíndrico obtido 
pela rotação, em torno do eixo y, de tal retângulo 


denominado método dos invólucros cilíndricos 0u método das cascas. 


(x) Este método de determinar volume é às vezes 


Vejamos, agora, uma outra fórmula, que é do mesmo tipo daquela da seção 


anterior, para calcular volume de sólido obtido pela rotação, em torno do eixo y, de 
ша conjunto que não intercepta tal eixo. Seja então B o conjunto: B = ((x, y) |0 £x < 
b, c < y < d e y > f(x), em que f é suposta continua e estritamente crescente (ош 
estritamente decrescente) em [a,b], com a 20, (а) = се f(b) = d. 


Como у = f (x) é contínua e estritamente crescente em [a, b], então é inversível, com 
inversa x = gly) continua em |с, d], em que c = Ка), d = f (b) e y = f (0) = x = g (9) 
Raciocinando como na seção anterior, o volume do sólido obtido pela rotação, em 
torna do eixo y, do conjunto B é 


4 


volume = т x? ds, em que 


иу 


Observe que л dy é o volume do cilindro obtido pela rotação, em torno do eixo y, 
do retângulo de base x e altura dy. (Veja figura acima) 


EXEMPLO 2. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo y, 
do conjunto de todos os pares (x, y) tais que © < y < 4, x > 0. 


Solução 
Temos: у l raos dv. 

Segue que 

Volume = [of] 


E, portanto, 


Volume 


бе 


т. 


Observação. Este volume poderia, também, ter sido calculado utilizando-se a 
fórmula anterior. Neste caso, o volume pedido seria a diferença entre о volume 
gerado pela rotação, em torno do eixo y, do retângulo 0 < x < 2, 0 < y < 4 e o 
volume gerado pela rotação, em torno do eixo y, do conjunto 0 < x < 2 e 0 < y < f 
(x), em que f (x) = =°. Ou seja, 


demi 


volume = lór — 2 [лаж = 167 = 2 | 


EXEMPLO 3. Calcule o volume do sólido gerado pela rotacào, em torno do eixo y, 
do conjunto de todos os pares (x, y) tais que 0 < x < 2 0 « ys 


оу Er аузы 


Solução 


1.º PROCESSO (Utilizando a primeira fórmula.) 


volum: aot — De. 


je 


т 


E, portanto, volume 


2.* PROCESSO (Utilizando a segunda fórmula.) 


2елі-і-уеі туді 


a 8 T 

volume yaya, . 

Para encerrar а seção, vamos resumir num quadro о que aprendemos nesta 
seção e na anterior. 


ш Е ау = volume gerado por В na rotação em torno do eixo y 


90) 


Ls jJ ху dx= volume gerado por А na rotação em torno do eixo уу = f (x)) 


Vas [y ay = volume gerado por Вла rotação em torno do eixo x(1=90)) 


Exercícios 13.2. 


1, Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo у, do 
conjunto de tados os (x, y) tais que 


0) 1sxseeüzysInx. 
Буй=х=кей=у= Tr 
c) lsxs2e0sysx-1. 
d)Osx<ne0syssenx 
#)б<х<1ебу<агсщх. 
Dieceieleye ух 
фу s2x- y> 0. 
Bossenym rl esye 
2. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo y, do 


conjunto de todos os (x, y) tais que 


ooesendayazeyo J 
5) fry + 6 
c)0sxse 0sys2eyzInx 
PES 
Өх хук el 

3, (Volume de sólido de revolução em torno do eixo y.) Suponha [estritamente 
crescente e com derivada contínua em la, b], a 2 0 e (а) = 0. Seja 4:0, ()І 

— [a, B] a função inversa de f. 


а) Verifique que o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo 
y, do conjunto 


олако уско ciao fuoa 


b) Mostre que 


se] ний omar аламы 


(Sugestão: Faça a mudança de variável y = f (x) е depois integre por 
partes.) 
с) Conclua que o volume mencionado em a é 


Em 


133. VOLUME DE UM SÓLIDO QUALQUER 


Vimos no parágrafo amerior que z [yu dé а дит que nos fornece o 


volume do sólido de revolução obtido pela rotação, em torno do eixo x, do conjunto 
A= ((x, y) € R? |a <x < b, 0 < y< [()]. Observe que 


AWD = ме 


é a área da interseção do sólido сат o plano perpendicular ao eixo x e passando 
pelo ponto de abscissa x. Assim, o volume mencionado anteriormente pode ser 
colocado na forma 


> 
volume= | Аса 


Seja, agora, B um sólido qualquer, não necessariamente de revolução e seja x um 
eixo escolhido arbitrariamente, Suponhamos que o sólido esteja compreendido 
entre dois planos perpendiculares a x, que interceptam o eixo x em x = a e em x = b. 
Seja А (9) а área da interseção do sólido com o plano perpendicular а x no ponto de 
abscissa x. Suponhamos que a função A (x) seja integrável em [a, b]. Definimos, 
então, o volume do sólido por 


зе [ава 


EXEMPLO. Calcule o volume do sólido сија base é o semicírculo x° + y < г, у = 
0, e cujas secções perpendiculares ao eixo x são quadrados. 


Solução 


ou seja 


Exercícios 133: 


1, Calcule o volume do sólido cuja base é o semicírculo x? + y! «ry z 0, e 
cujas secções perpendiculares ao eixo x são triângulos equiláteros. 


2, Calcule o volume do sólido cuja base é a região 4 +y? < 1 e cujas secções 
perpendiculares ao eixo х são semicírculos. 


3. Calcule o volume do sólido cuja base é o quadrado de vértices (0, 0), (1, 1), 
(0, 1) e (1, 0) e cujas secções perpendiculares ao eixo x são triángulos 
sceles de altura x = x. 


4. Calcule o volume do sólido cuja base é um triângulo equilátero de lado 1 e 
cujas secções perpendiculares а um dos lados são quadrados. 


134. ÁREA DE SUPERFÍCIE DE REVOLUÇÃO 


Sabe-se da geometria que a área lateral de um tronco de cone circular reto, de 
geratriz g, raio da base maior R e raio da base menor r, é igual à área do trapézio 
de altura g, base maior 2лЁ e base menor 2nr: 


área lateral do tronco = (R+ r) g 
Sendo S o ponto médio do segmento PQ. 


Rr 


im Un 


área lateral do tronco de cone = 2150 | 


Observe que a área da superfície gerada pela rotação da geratriz, em torno do eixo 
PQ, é igual ao produto do comprimento g desta geratriz pelo comprimento 2ns da 
circunferência gerada pelo ponto médio da geratriz. Este resultado é um caso 
particular do Teorema de Papus para superfícies de revolução. (Veja Exercício 9, 
Seção 139) 

Vamos, agora, estender o conceito de área para superfície obtida pela rotação, 
em torno do eixo x, do gráfico de uma função f, com derivada continua e f (x) > 0 
em [a,b] 

Seja, endo, P : a 


= ЖЕЗ ponto médio do intervalo [x x 


a < x, < x; <... < x, = b uma partição de la, b] e 


м 


Na figura, P (c) = tg а; o segmento M, , M, ë tangente ao gráfico de [no ponto (с, 
Ке) Então 


Ax 


MM, peca Ari = EH COP. Aw. 


А área da superfície gerada pela rotação, em torno do eixo x, do segmento M, „Му 
(observe que tal superfície nada mais é do que a superfície lateral de um tronco de 


NAS 


е se Ax, for suficientemente pequeno esta área será uma boa aproximação para a 
da superfície gerada pela rotação, em torno do eixo x, do trecho do gráfico 
entre as retas x = x, , e x = x, Observe que trocando f(c) por ci na igualdade acima, 
Ax; será uma boa aproximação para a "área" da superfície gerada 


2m, Imm (er 
pela rotação, em torno do eixo y, do trecho do gráfico acima mencionado, 


Como a função 27 jx) ie |f (0 ë continua em [a, b], teremos 


im 2 Feo OR Anu [ar aa + Ul a 


Definimos a área A, da superfície obtida pela rotação do gráfico de f, em torno 
do eixo x, por 


> 
27|, JG) + GOP. de 


De forma análoga, a área A, da superfície obtida pela rotação, em torno do eixo 
y, do gráfico de [será 


dy y 
ds.em que y= f(x 


EXEMPLO 1. Calcule a área da superficie gerada pela rotação, em torno do eixo x, 
do gráfico de f (x) = senx, 0 £x £ m. 


Solução 


йеа=2т (sens (cos da 


os x; du — — sen x dx 


Мини da 


u= tg 0; du = sec: 8 da 


Daí 


2 soe | 


RE 


ses 
ШЕГИ 


Portanto, área = эт (42 +10002 +0. ж 


EXEMPLO 2. Determine a área da superfície obtida pela rotação, em torno do eixo 


y, do gráfico de y= 57 0<х<1. 


Solução 


Exercício 134: 


1. Calcule a área da superfície gerada pela rotação, em torno do eixo x, do 
gráfico da função dada. 


afin) ars 


o REA - Re e к> 0 


1 
D 


у= dedere 


135. COMPRIMENTO DE GRÁFICO DE FUNCÁO 


Seja y = f (x) com derivada continua em [a, b] e seja Р: a = x, «x, «X, < ... «X, 
= b uma partição de |а, b]. Indicando рог L(P) o comprimento da poligonal de 
vértices Р, = (x, f(x) i= 1,2 


em que a, — x, UG). 7а, 007 É o comprimento do lado de vértices P; 
P, Pelo teorema do valor médio, para cada i, i = 1, 2, ... n, existe c, x, , «c < X, 
tal que 

fex) =F (x-1) = (сда, em que Ax, 
Segue que 


u= Y, ER = Y, ауа, 


А 
Dai, para máx A tendendo a zero, L(P) tenderá para P а Nada mais 


natural, então, do que definir o comprimento do gri 
por 


de f, ou da curva y= f (x), 


Nosso objetivo a seguir é interpretar geometricamente a diferencial | 


Seja, então, s = за), x € la, bl o comprimento do trecho do gráfico de 
extremidades (а, Қа) е (x, f (9). Sejam As e Ay as variações em s e y 
correspondentes à variação dx em x, com dx > 0, Para dx suficientemente pequeno, 
Ay=dye 


EXEMPLO. Calcule o comprimento da curva y = 


— 
; T 
De É = y segue que o comprimento é: [ 14+ x? dv. Fazendo a mudança de 
E segue que o comprimeno é [ | ~ 
жамай ga, vem 


[A aem [rf e aa [E se 


De [жийи = Esee u tgu + En see u+ ai + k (verifique resulta 


+ mfi+3)] 


Exercícios 135: 


1. Calcule o comprimento do gráfico da função dada. 


ЕЕЕ 


1 
ays ee 
4 


речо аат 


2. Quantos metros de chapa de ferro sio necessários para construir um arco 


АВ, de forma parabólica, sendo А е В simétricos com relação ao eixo de 
simetria da parábola e com as seguintes dimensões: 2 m a distância de Aa B 
e 1ma do vértice ao segmento AB. 


13.6. COMPRIMENTO DE CURVA DADA EM FORMA 
PARAMÉTRICA 


Por uma curva em R° entendemos uma função que a cada t pertencente а um 
intervalo | associa um ponto (x(t), у0)) em R°, em que x(t) e y(t) são funções 
definidas em 1. Dizemos que 


são as equações paramétricas da curva. Por abuso de linguagem, vamos nos referir 
ao lugar geométrico descrito pelo ponto (x(t), y(0), quando t percorre o intervalo 1, 
como a curva de equações paramétricas x=x() e y = У. 


EXEMPLO 1. Desenhe a curva dada em forma paramétrica por x = t, y = 3t, t € R, 


Solução 


x= t.y = 3t = y = 3x. Quando t percorre R, o ponto (t, 3t) descreve a reta y = Зх. 


EXEMPLO 2. Seja a curva de equações paramétricas x = t, y = Ë, t em R. Quando г 


varia em R, o ponto (t, P) descreve a parábola y = x° 


EXEMPLO 3. Seja a curva de equações paramótricas x = cos t, у = sen t, £ € [0, 2л]. 
Quando t varia em [0, 2л], o ponto (cos t, sen 1) descreve a circunferência x° + y* 
1 


EXEMPLO 4. Desenhe a curva dada em forma paramétrica por x = 2 cos t e y = sen 
t, com t € 0, 21 


Solução 


v= sent 


Assim, para cada £ € |0, 2л] o ponto (2 cos t, sen 1) pertence à elipse 


Por outro lado, para cada (х,у) na elipse, existe t € [0, 2л] ші que 


(por que?) 


1 
| 


Assim, quando t percorre o intervalo | 
elipse. w 

Nosso objetivo a seguir é estabelecer a fórmula para o cálculo do comprimento 
de uma curva dada em forma paramétrica. A fórmula será estabelecida a partir йе 
considerações geométricas, e deixamos o tratamento rigoroso do assunto para o 
Wol. 2. 

Suponhamos que s = 500, t € [a, b], seja o comprimento do trecho da curva de 
extremidades A = (ма), у(а)) е Р() = (x(0) у(0), em que x = х0) e y = уй) são 
supostas de classe C'. Sejam Ax, Ay e As as variações em x, y е 5 correspondentes à 
variação At em t, com At > 0. Para Ar suficientemente pequeno, vemos, pela figura, 
que 


2 n], o ponto (2 cos t, sen 1) descreve a 


As = Ax + Ay e, portanto, 


0) seja 


Definimos então o comprimento da curva x = x(t), y = уд), t € la, bl, com x = x(t) e 
у = y() de classe C" em (а, b], por 


comprimento 


Observação. O gráfico da função y = f (x), x € la, b], pode ser dado em forma 
paramétrica por = t, y = f (£), t € la, b]. Segue que a fórmula para o comprimento 
do gráfico de uma função é um caso particular desta. 


EXEMPLO 5. Calcule o comprimento da circunferência de raio R > 0, 
Solução 
Uma parametrização para a circunferência de raio R e com centro na origem é: x 
= = „а pe 4 dy 
=R cos te y= Rsent, com t € [0,21]. De ^. — — R sen re É = Rcosr, segue 
dr dr 


comprimento = 


анаа 


Portanto, comprimento = dro 


EXEMPLO 6. As equações paramétricas do movimento de uma partícula no plano 


2) Quais as posições da partícula nos instantes t = 


5) Qual a trajetória descrita pela partícula? 


=) Qual a distância percorrida pela partícula entre os instantes t = 0 e t = 1? 


Solução 


2) No instante 
(1, 1) e, no instante t = л, novamente na posição (0, 0) 


a partícula encontra-se na posição (0, 0), em r=- na posição 


) x= sente y = sen? t > y =>. Segue que а particula, de t = 0 a = T. descreve o 


arco da parábola de extremidades (0, 0) e (1, 1) e no sentido de (0, 0) para (1, 1). 


ouseja 


a mesma que 


Observe que as distâncias percorridas entre os instantes t = 0 e. 


de r= a = п. Observe sina que [eos 1) cost para 047 T. Fazendo à 


mudança de variável u = 2 sen t teremos du = 2 cost di, u = 0 рага! = 0 u = 2 para 


E Assim, d= Ё 1+? du Fazendo, agora, и = tg 8, teremos 


ac [P eran Licinii 


Como 0 = arc tg 2 = ig 87 2e сө = (l+ 1820 = S, resulta que a distância 
percorrida pela partícula é 


LRS + Q+ 5 w 


Exercícios 13.6 


1. Calcule o comprimento da curva dada em forma paramétrica, 


дх-2із1еу-і-1,151<2 


e) xc écostey- esent, Ds ten. 
2. Uma particula desloca no plano com equações paramétricas x = x(t) e y = 


жо. Sabe-se que, para todo 
¿En 2. = 4 (emis) Sabe-se, ainda, que 


+ at 


no instante t = 0 a partícula encontra-se na posição (0, 0). Determine a 
distância percorrida pela partícula entre os instantes t = 0 e t = T, em que T 
é o instante em que a partícula volta a tocar o eixo x. Como a trajetória 
descrita pela particula? 


13.7. ÁREA EM COORDENADAS POLARES 


Fixado no plano um semieixo Ox (tal semieixo denomina-se eixo polar, е о 
ponto O, polo), 


cada ponto P do plano fica determinado por suas coordenadas polares (8, p), em que 
8 é a medida em radianos do ángulo entre o segmento OP e o eixo polar (tal ángulo 
sendo contado a partir do eixo polar e no sentido anti-horário) e p o comprimento 
de OP; assim p > 0. 

Se considerarmos no plano um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas (o 
habitual) em que a origem coincide com o polo e o semieixo Ox com o eixo polar е 
se (8, p) forem as coordenadas polares de P, então as suas coordenadas cartesianas 
serão dadas por 


+ 


ТЕРЕН 


Até agora, destacamos p como um número positivo. Entretanto, para as 
aplicações é importante que p possa assumir, também, valores negativos. Vejamos 
como interpreta (8, p) no caso p < 0 


Sep <0, (8, p) é o simétrico, em relação ao polo, do ponto (8, -p). 

Para podermos trabalhar com p < 0, será melhor olharmos para o eixo polar 
como uma reta com um sistema de abscissas: sobre tal reta marcam-se dois pontos, 
um o polo 0 representando o zero e outro representando o 1. O sentido positivo será 
о de 0 para 1 e a unidade de comprimento será o segmento de extremidades 0 e 1. 
Para representar no plano um ponto de coordenadas polares (B, p) proceda da 
seguinte forma: primeiro gire o eixo polar, no sentido anti-horário, de um ángulo 
B; em seguida, sobre este novo eixo, marque o ponto que tenha abscissa p. 


nm [rm 


yi 


2 әй» 


EXEMPLO 1. Represente no plano o ponto (8, p) em que 


Solução 


EXEMPLO 2, Um ponto P deslaca-se no plano de modo que a relação entre suas 
coordenadas polares é dada por p = 8, 0 < 9 < 2л. Desenhe o lugar geométrico 
descrito por P. 


Solução 


gels anja ela = [> 
пој anja ыз 


Sempre que formos esbogar o gráfico de uma curva dada em coordenadas 
polares, ё bom antes fazer um esbogo da curva supondo Ө e р coordenadas 
cartesianas e olhar, por meio deste gráfico, a variação de p em função de 6. 


EXEMPLO 3. Desenhe a curva cuja equação, em coordenadas polares, é p = sen 8, 
[Pr 


Solação É ваза 

= | == 
TS ea 

o To == ~ 

* [2 7 

= |1 : 

ж |2 | 

x 1 

a |2 

alo 

Observe que para p 


p-senBe р? =рзепӨ = x «y =y. 


y +y = y = 0 é a equação de uma cicafertoc de eno (о Je ao. Dese 


modo, p = sen 0, 0 < 8 < n, é em coordenadas polares, a equação de tal 
circunferência. ш 


EXEMPLO 4. Desenhe o lugar geométrico da equação (em coordenadas polares) p 
=1-cos6, 


Solução 


М” Em coordenadas 


р-і-енй 


7 
0 
3 


PES 


Esta curva denomina-se cardioide, w 


EXEMPLO 5. Desenhe a curva cuja equação, em coordenadas polares, é p = cos 28. 


Solução 


DM 


1 етене 


ЕЕЕ ГЕР 


Vea coo co decae pa ido de З, 


Lon 
4E. 


тт 
77 p permanece negativo. w 
TOP С 


Quando 8 varia de 7. 
4 


EXEMPLO 6. Desenhe o lugar geométrico descrito por um ponto Р que se desloca 
no plano, sabendo que а тыд entre suas coordinadas polares é = | B | 
eet 


Solução 


Ni, jiu tip ndo de 0 see E. 


— + ©, A projeção de P sobre о eixo polar tem abscissa 


cos 0 = ig B cos B = sen 8. 


Ass, quida 8» 2. projeção de P айке а eb palas tende aia а pto de 


abscissa 1. O trecho da curva correspondente a 6 em 1 =] é simétrico, em 


relação ao eixo pola, techo correspondente a O em [o 5, 


Nosso objetivo, a seguir, é estabelecer uma fórmula para o cálculo de área de 
região limitada por curvas dadas em coordenadas polares. 


Inicialmente, observamos que a área de um setor circular de гајо R e abertura 


две À R? Ag Esta área se determina por uma regra de três simples 
2n rd — área n° 
КОИ 


Consideremos, agora, a função p = p (8) contínua e > 0 em [8,. , 8]. Seja A, о 
conjunto de todos os pontos (8, р), com 6, , «8 «0 e0 < p «p (8). 


Seja B = p (Ẹ)0 maior valor de p em |8,_,, 8] е 5 = p (йу) о menor valor. A área do 
conjunto A, está, então, compreendida entre as áreas dos setores circulares de 


abertura AB, e raios p (8, )e дӯ) 


рв ae аад e Bl ЛЕ 

Suponhamos, agora, р = р (8) continua e > 0 em la, Pl, com – а « 2л, Seja А о 
conjunto de todos os pontos do plano de coordenadas polares (B p) satisfazendo as 
condições:a # «е0 < p «p (0). 


ро» 


Seja Pim = 8, < 8, <... <8,., < 8, < ... < 8, = B uma partição de [а, B]. Sejam 
pé ye pid; 05 valores mínimo e máximo de р em [0, „ 8]. Pelo que vimos 


anteriormente, a área da parte do conjunto A compreendida entre as retas 0 = 


Ө = Ü, está compreendida entre as áreas dos setores circulares de abertura A6) e raios 
ийе ий). Uma definição razoável para a área de A deverá implicar, para partição 
P dela, Bl, 


Sina Ач Y ий). 


Para máx A8, ~ 0, as somas de Riemann айа tendem para а integral [^3 2 dg 


Nada mais natural, entào, do que definir a área de A por 


EXEMPLO 7. Calcule a área da regiño limitada pelo cardioide p 


cos 8. 
Solução 


Para cobrir todo o conjunto, Ө deverá variar de 0 a 2л, 


(1— cos 89. de. 


Temos 


ИТЕ 


ЕЕ 


эт 


ЕЕ 


Assim, a área do conjunto 


EXEMPLO 8. Calcule a área da interseção das regiões limitadas pelas curvas 
(coordenadas polares) p = 3 соз Be p = 1 + cos 8. 


Solução 


Primeiro devemos determinar as interseções das curvas. 


3cos8=1+cos 8 


ou seja, 


Assim, 0= E e0=— E resolvem o problema. Seja A, o conjumo de todos (0, p) 


com 0505 Leds ps 1+coeb e seja A, о conjunto de todos (8, p) com 
Zags Leni ps3 cos 0. Temos, eni 


área pedida = 2 (área A, + área А). 


úrea = 


duca Ау 


тісше 


EXEMPLO 9. Calcule a área da regio limitada pela curva dada em coordenadas 
polares por p = t В, 0 <@< 7. pela геш x = 1 (coordenadas cartesiana e pelo 


eixo polar. 
Solução 


Indiquemos por A (8) a área da região hachurada. A área que queremos é 


Temos 


num 


" 
Vamos calentar le a Temos 


ed 
tecto- do - liga 206 = g0 – 


Assim. 


мената Lapi lan Lapis Lo 


en 8 cos 8 + 1 8. 


Portanto, 


No triángulo OPM temos: 


(ОМ-рсоз0-ішбсоз0- sen ве MP- 
П 


ЕТЫ 


Assim, área área A ОРМ = | sen? Өг Ө. 


Exercícios 13.7 


1. Desenhe а curva dada (coordenadas polares). 


En 


Ж 


"EE! 


d)p=cos 30 


4, Calcule a área da interseção das regiões limitadas pelas curvas dadas em 
coordenadas polares. 


-сөзбер-1%со50 
senfep=1-cos 
(1-c056) 

os Вер?= sen 8 (p = 0) 
seng 

20 -cos0) 


ађр= 
bp 


5. Calcule a área do conjunto de todos os pontos (8, p) tais que & < p < 8 
(coordenadas polares) 


6. Calcule a área da região situada no 1º quadrante, limitada acima pela curva 
x — уй = Љу (coordenadas cartesianas) e abaixo por p° = 2 sen 20 
(coordenadas polares), com p 2 0. 


7. а) Escreva, em coordenadas polares, а equação da elipse 22. 


tomando como polo а origem e como eixo polar o semieixo Ox. 


у Escreva, em coordenadas polares, a equação da elipse 22, 
ag 
tomando como polo o foco F = (с, 0), c > 0, e como elo polar a 


semirreta FA onde A = (a, 0), а > 0. (Faça с 


ep=a-ee) 


8. Sejam F, e F, dois pontos distintos do plano e seja k a metade da distância 
de F, a F,. O lugar geométrico dos ponto P do plano tais que РА PA =12 
denomina-se lemniscata de focos F, e F.. 


a) Tomando-se F, = (=k, 0) е F, = (k, 0), determine a equação, em 
coordenadas cartesianas, da lemniscata. 

b) Passe para coordenadas polares a equacio obtida no item d) tomando 
para polo а origem e x como eixo polar. Desenhe a curva. 


13.8. COMPRIMENTO DE CURVA EM COORDENADAS 
POLARES 


Consideremos a curva dada em coordenadas polares por 


р=р(®,а<ё<В, 


sendo а função suposta de classe С no intervalo |а, B|. Em coordenadas 
paramétricas, esta curva se escreve da seguinte forma 


(8)cos8 e y-p(f)sen&,a cB < B. 


Utilizando a fórmula de comprimento de curva em forma paramétrica (observe 
que aqui o parámetro t está sendo substituído pelo parámetro B), temos 


de dp 
пе cosd- pend e 
de dé fenes 


Assim, o comprimento da curva p = p(8), a < 6 < В, em coordenadas polares, é 


comprimeno [É p+ (E 


M EIE 


Nosso objetivo a seguir é interpretar geometricamente a diferencial 


+ (8 aa Sea eos = (0,0 ele, pl o compre do wecho do curva 
de extremidades (z, p (a) e P (8, p (0). Sejam As e Ap as variações em s e p 
correspondentes à variação dà, em 6, com 48 > 0, O comprimento do arco (de 
circunferência) PM de abertura 40 e raio p = p(0) é p 48; por outro lado, о 
comprimento do segmento MN é Ap. Para dà suficientemente pequeno, Ap = dp, 
PMN é quase um triângulo retângulo е 


As = (p doy + (Ару, 


шада. fo? + (55) "m 


EXEMPLO. Calcule o comprimento da curva p = sen 6, 0 < 8 < л, em coordenadas 
polares. 


Solução 


" de š 
Dep = sen 6, segue 0. = cos g. Daí 
Р gue em cos 


comprimento = P, 46 = [7 шан + (cos 


O comprimento da curva ёл (unidades de comprimento). (Observe que p = sen 0 é a 
equação de uma circunferência de centro (0,1 Je raio +. Confira) ш 


Exercícios 13.8 


Calcule o comprimento da curva dada em coordenadas polares, 
1 р-8,0<0<л 
*,0<8<2л 


2p 
3. p=1+c0s0,0<0<x 


4 р-әкдоеө- T. 
рт жедљеде T 


S p- Liers 


6. р-6,050<1 


139. CENTRO DE MASSA 


Consideremos um sistema de "massas pontuais” m, m, ., m, localizadas nos 
pontos (х,у), (x, y), (x, 3). O centro de massa do sistema é, por definição, о 
ponto (x, y.) onde 


sy + хоту +. + хте 
тт dm 


у + yama + tt 
m T ma + — T m, 


EXEMPLO 1. Determine o centro de massa do sistema constituido pelas massas т, 
m, localizadas nos pontos (x, y.) e (x, y), supondo m = m, = m, 


Solução 


xm 


um + y: 
m +m 


Deste modo, (x. y) é o ponto médio do segmento de extremidades (x, y.) € (x, 
y. 


EXEMPLO 2. Considere o sistema de massas m, т, m, localizadas em (x, y), (x, 
y) e (xs y): Seja M, = m, + m, e considere o sistema M, е т, com M, localizada no 
centro de massa de m,, т, Verifique que o centro de massa de М, m, é o mesmo 


que о dem, m, m, 
Solução 


Seja (3, F)o centro de massa de m, em; 


mtam y Ym + 
m +m m +m 
Seja (Т. 5, Jo centro de massa de М, т; 
TM + хуту cm + хуту + хупу 
My + ту три ту 


хт + хут: 


Mom 


СЎМ + узуну sum + vana + yams 


Mi+m тт ту 


Assim, (To. Je) = (у) . 
Deixamos a seu cargo generalizar o resultado do Exemplo 2. 


Vejamos, agora, como determinar o centro de massa de uma região A do plano 
que será imaginada como uma lámina delgada, homogénea, de modo que a 
densidade superficial p é constante (p é massa por unidade de área). Suponhamos, 
inicialmente, que А possa ser decomposta em n retângulos К, В, ., К, Seja т, a 
massa do retângulo R; m é o produto de р pela área de R, Neste caso, definimos о 
centro de massa de A como o centro de massa do sistema m, т, 
localizada no centro de R. 


Suponhamos, agora, А da forma 


А-(юу)е 


а<х<Ь,Г0)<у<а09) 


em que fe g são supostas contínuas em [a, b] e f (x) < g (X) em [a, bl. Seja 
P : a = x, < x, < x, < . < x, = b uma partição qualquer de [a, B] e seja c, o ponto 
médio dex, x] (i = 1,2, n). 


ШИЛ 


ШЕЭР % 
m 


A massa m, de R, é: m, = p [g (c) = f (c)] Ax, O centro de massa da figura formada 
pelos retângulos В, R,, ~» R, é 


У, айке) ficam, Y, Fets eaea) Аң 
а a? 
EE Y teto rens 


Nada mais natural, entšo, do que tomar como centro de massa de A o ponto (x, y.) 
onde 


elele- f (colas 

2 ыы ЕТЕ 

а-а di nda A 
rea de A 


У deco fla 


У, late) оке filas, 


X eco pias 


= [tech someto renta 


drea de À 


Ou seja, 


[ote rela 
EN TY 


"pix folle co = оа 


irade À 


Suponha, finalmente, que A possa ser decomposta em n regiões А, А, ~ A, 
onde 


A= dy) € R'|a sxs b, fi 0) <y<9,00) 


com f, g, continuas em [а, b] e f (x) < g, (X) em la, b]. Como você calcularia o 
centro de massa de A? 


EXEMPLO 3. Determine o centro de massa da figura A limitada pela reta y = 1e 
pela parábola y = x°. 


Solução 


xd 12) dy 


drea de A 


grease 


rade À 


centro de — masa de A 


EXEMPLO 4. Calcule o centro de massa do conjunto A = {(x, y) € R | 15 e «yi < 
4,x20ey20) 


Solução 


Vamos imaginar A como uma lâmina delgada, homogénea, com densidade 
superficial p = 1. Sendo m, e m, as massas de A, e А, respectivamente, teremos, por 


m, = área A, e m, = área A, 


Sejam (x, 1) e (x) 05 centros de massas de А, e A, respectivamente. O centro de 
massa de À será, ento, о centro de massa do sistema m, m, com as massas 


localizadas, respectivamente, em (x, y,) е (x, y). Sendo, então, (x, y.) o centro de 
massa de А teremos 


xm + хут; 


эмт + уут; 


m +m m +m 


Como 


[1873 а 


жал, 
ШШ; CAN 22 
fl Pi Pa 
3 ГТЕЛ 
resulta 
de a 
шә а-а 
y] 
2 г 2 
= dem Mt 
ima A 
Temos: 
Segue que 
„=® ¿y Y, 


Vejamos, a seguir, como determinar о centro de massa do gráfico de uma 
função, que será imaginado como fio fino, homogéneo, de modo que a densidade 
linear p é constante (densidade linear é massa por unidade de comprimento). Seja f 
uma função definida e com derivada contínua em Ја, b]. Seja P : a = x, < x, < x, < 
«x, = b uma partição de |а, b] e seja c, (i = 1, 2, .. n) o ponto médio de [x х] 


а мах + 7 


O segmento P, „Р, é tangente em (с, f (c)) ао gráfico de f: o comprimento deste 
segmento é jitfa Aw. (veja Seção 34); logo, sua massa m, é 
mí = p Ve). Ax, centro de massa do sistema formado pelos segmentos P, 
; P, 71,2, ., n) é o ponto 


У ов чал as Y, кеде А 
а 


У одећа У pe D" eol Aw 


Nada mais natural, então, do que tomar para centro de massa do gráfico de f o 
ponto (x, y) em que 


y pum 
ITE 


HI COP dr 


ШЕШІ! 


ШЕ 


" a | 
Observe que [^ie (of. da É o comprimento do gráfico def. 


Observação importante. O centro de massa de um conjunto do plano não tem 
obrigação alguma de pertencer a este conjunto 


Exercícios 13.9 


1. Determine o centro de massa da região A dada, 


дА-Цоу € R |0<x<s1,0<y< x) 
b)A- {(х,у) ER |2 ray s1,x20ey20) 
Аз 10,9) € R |2 kay «1,y2 0] 


DA= {(х,у) € Ree усл) 
2. Determine o centro de massa do gráfico da função dada. 


душ = d 


1] 
orw= 


3. (Teorema de Papus.) Considere o conjunto 


А (кује азах, fysg) 


em que Í e g são supostas contínuas em [а, b] e 0 < f (X) < g (x) em [а, B 


Mostre que o volume do sólido, obtido pela rotação em torno do eixo x do 
conjunto A, é igual ao produto da área de A pelo comprimento da 
circunferência descrita pelo centro de massa de A. 


Sejam f'e g continuas em [a, b], com a < f(x) < g (x) em la, b] em que a é 
um real dado. Seja o conjunto 


A- (y) € R'lasxsb.[G)sysgQ)) 


Mostre que o volume do sólido, obtido pela rotação em torno da reta y = а 
do conjunto A, é igual ao produto da área de A pelo comprimento da 
circunferéncia descrita pelo centro de massa de A. 


5. Calcule o volume do si 
em torno 


ido obtido pela rotação do círculo ж + (y - 2) «1 


a) do eixo x 
b) da reta y 


6. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação da regido x° + 4y? < 1, em 
torno da reta 


Seja A= (4,9) € P e у 1}. 


а) Calcule o centro de massa de А. 


b) Calcule o volume do sólido obtido pela rotação de A em torno da reta y = 
2 


8. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação do 
torno da reta x + y = 2. 


rculo xè + y? < 1 em 


(Teorema de Papus para área de superfície de revolução). Suponha f (x) > O 
е com derivada continua em |а, b]. Mostre que a área da superfície, obtida 
pela rotação em torno do eixo x do gráfico de f, é igual ao produto do 
comprimento do gráfico de f pelo comprimento da circunferéncia descrita 
pelo centro de massa do gráfico de f. 


10. Seja A o conjunto do plano de todos os (x, y) tais que 0 < a < x < b, 0 < f 0) 
< y < g(x), em que f e g são supostas continuas em [a, b]. Imagine A como 
uma lâmina delgada, homogénea, de modo que a densidade superficial p é 
constante (p é massa por unidade de área). Seja (x, y) o centro de massa de 


A. Sejam V, o volume do sólido obtido pela rotação de A em torno do eixo 
xe V, o volume obtido pela rotação de A em torno do eixo y. Pelo teorema 
de Papus (Exercício 3 acima), V, é igual ao produto da área de A pelo 
“comprimento da circunferência gerada, na rotação em torno do eixo x, 
pelo centro de massa de A. Do mesmo modo, V, é igual ao produto da área 
de A pelo comprimento da circunferência gerada, na rotação em torno do 
eixo y, pelo centro de massa de A. Pais bem, destas informações conclua 
que 


11. Determine o centro de massa da região A dada por 14 y! +y? < 4, x 2 0 e y 
> 0. (Sugestão: Com as funções f e g dadas por у(х) = (402,0 5х2 
at 
aplica. Calcule então V, V, e a área de A e utilize o Exercício 10. Compare a 
sua solução com a do Exemplo 4) 


I= x? se 0 < x < 1 ou g(x) = 0se 1 < x < 2 o teorema de Papus se 


12. Determine o centro de massa da região А dada por 4v + y 
(Sugestão: Para o cálculo de x, aproveite a simetria da figura.) 


<4y20 


13. Calcule o centro de massa do setor circular A dado por x° + y? < Ri, 0 < y < 
axe0sx<R comR>0e0<a. 


14. Suponha que a região A do plano, situada no semiplano y > 0, possa ser 
dividida em duas partes A, e A, às quais se aplica, em relação ao eixo x, о 
teorema de Papus. Suponha, ainda, que a área de A seja igual à soma das 
áreas de A, e A, e V, = V, + V, em que Vi, У, e V, são os volumes 
respectivos dos sólidos obtidos, pela rotação em torno do eixo x, de A, A, 
е A. Mostre que, em relação ao eixo x, o teorema de Papus aplica-se, 
também, a A. (Estabeleça resultado análogo em relação ao eixo y, supondo 
A situada no semiplano x 2 0) 


15, Sejam А, = (y) | ex 3, Ley <2}, А, = {(х,у)|2<х<4,2<у<3}е 
Aa reunião de A, e А, Determine o centro de massa de A. 


16. Determine o centro de massa do conjunto -1 < x < 3 e 0 < y < (x + 1). 
(Sugestão: Resolva o problema no plano (u, y), com и = x + 1.) 


17. Utilizando o Exercício 9, estabeleça, para gráfico de função, resultado 
análogo ao do Exercício 10. 


14 


EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE 1.º ORDEM DE 
VARIÁVEIS SEPARÁVEIS E LINEARES 


14.1. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS: ALGUNS EXEMPLOS 


As soluções de muitos problemas que ocorrem tanto na física como na 
geometria dependem de resoluções de equações diferenciais. Vejamos alguns 
exemplos. 


EXEMPLO 1. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x de modo que, em cada 
instante t, a velocidade é o dobro da posição. Qual a equação diferencial que rege о 
movimento? 


Solução 
Neste problema, o que nos interessa determinar é a função de posição x = x (0. 


De acordo com o enunciado do problema, o movimento é regido pela equação 
diferencial de 1.º ordem 


Conforme o Exercício 2 da Seção 10.1, as funções que satisfazem tal equação 
são da forma x = ke, k constante. Assim, a função de posição do movimento é da 
formax-kc" ш 


EXEMPLO 2. Uma partícula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a ação 
de uma única força, paralela ao deslocamento, com componente f (x) = =x. Qual a 
equação diferencial que rege o movimento? 


Solução 


Pela lei de Newton 


dir 
mp0. 


Assim, о movimento é regido pela equação diferencial de 2.º ordem 


*r-0 


am 


Uma solução desta equação é uma função que é igual à oposta de sua derivada 
segunda. Por exemplo, (sen r)” = =sen t, assim x = sen t é uma solução da equação. 
Veja, sendo x = sen t, para todo t, 


жітімі) + зеп! = 0. 


de 


A função x = cos t é também solução (verifique). Veremos posteriormente que as 
funções que a satisfazem são da forma x = A cos t + B sen t, com А е B. 
constantes. ш 


EXEMPLO 3. Determine uma função y = f (x) que satisfaça a propriedade: о 
coeficiente angular da reta tangente no ponto de abscissa x é igual ao produto das 
coordenadas do ponto de tangência. 


Solução 
Se fé uma tal função, para todo x no seu domínio 
Ро) = x fO). 
Assim, a função y = f (x) procurada é solução da equação diferencial de 1 ordem 


dy 
ax 


Veremos mais adiante como determinar as funções que satisfazem tal 
equação. т 


142. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE 1º ORDEM DE VARIÁVEIS 
SEPARÁVEIS 


Par una equação diferencial de 17 ordem de varióves seporáveis entendemos 
tia gura da fio 
o Leon 


а 


em que g e h são funções definidas em intervalos abertos I, e 1, respectivamente. 
Uma solução de © é uma função x = x (t) definida num intervalo aberto 1,1 C I, 
tal que, para todo t em 1, 


xO =g (0) h (x (0). 


EXEMPLO 1. “Ë _ 2 6 uma equação diferencial de 1º ordem de variáveis 


а 
separáveis. Aqui g (0) teh (а) =. m 


EXEMPLO 2, © 


dr 
variáveis separáveis. тш 


2 + x? é uma equação diferencial de 1º ordem, mas não de 


EXEMPLO 3, Verifique que xir) 


1 < t < 1, é solução da equação 


Precisamos mostrar que, para todo tem ]-1, 1, 


x (0) = tl (P. 


Temos 


x0 


ar 


top = v 


Logo, para todo гет ]-1, 1, 


x (0) = r Ix OF 


ou seja, х (r) 


түс ч! +1, é solução da equação. в 


Na equação ©, x está sendo olhado como variável dependente e t como variável 
independente. A equação (b pode também ser escrita na forma 


dy 
AT ioo i) 
em que, agora, y é a variável dependente e x a independente. 


Exercícios 14.2 


1. Assinale as equações diferenciais de variáveis separáveis 


aen 


2, Verifique que a função dada é solução da equação dada, 


E 


3, Determine as funções constantes, caso existam, que sejam soluções da 
equação dada, 


143. SOLUÇÕES CONSTANTES 
Consideremos a equação de varlávls sepaávels 
Ф БЕТ 


com g e h definidas em intervalos abertos 1, e L, respectivamente, e g não 
identicamente nula em |, 
Consideremos a função constante 


o х@=ате!, 


Se h (а) = 0, endo x () = a, t € 1, será solução de 9 (por quê?) 
Reciprocamente, se 2 for solução de ©, devemos ter para todo t em 1, 


0=9()h(a) 


e como g (t) não é identicamente nula em 1, resulta h (а) = 0. Assim, 


x (Ù) = a, t € 1, (a constante) é solução de 
equação h (x) = 0. 


se, e somente se, a for raiz da 


EXEMPLO 1. Determine as soluções constantes е -( - 5, 
dr 


Solução 


he) 


0) =0 = 1 -x= 0, Сото 
1-x=0ex=10ux=-1 
resulta que 


х0 


lex() 


são as soluções constantes da equação. m 


EXEMPLO 2. А equação SL 


+ хе não admite raiz real. ш 


ão admite solução constante, pois h (х) = 4 


Exercícios 143: 


Determine, caso existam, as soluções constantes. 


die 
n 


ж 
a 
ade 
а 


144. SOLUÇÕES NÃO CONSTANTES 


O teorema que enunciamos a seguir e cuja demonstração é deixada para o 
Apéndice 4 nos será útil na determinação das soluções não constantes. 


Teorema. Seja a equação 


® onto 


а 


ет que g e h são definidas em intervalos abertos I, e І, respectivamente, com g 
contínua em I, e h' contínua em 1, Nestas condições, se x = x (t), t € I, for 


solução não constante de C), então, para todo t em 1, h (x (0) 20. 


Vejamos, então, como determinar as soluções não constantes de 
g e h satisfaçam as condições do teorema anterior. 

Suponhamos que x = x (f), t € 1, seja uma solução não constante de ©; assim, 
para todo t em |, 


у supondo que 


NO 


a (0) (0) 


ste) 


а 
o hix (D) 


Seja J = {x (0 | t € 1); J é um intervalo, pois x = x (t) é continua. Observe que 


para todo x em J, h (5) % 0. A função z= sendo continua em J admite uma 


primitiva H (4) neste intervalo: A (1) = с.х € J Segue que, para todo tem 1, 
5 


ха 
[ram 


[9] їнї = 


Resulta de @ e ® que, para todo t em 1, 


© 1H GT = к). 


Sendo G (t) uma primitiva de g em I, segue de 2) que existe uma constante К tal 
que, para todo t em 1, 


Ф на) = 


TEN: 


Como h (x) # 0 em J e pelo fato de h ser continua, segue que —— mantém o 


DIES 
mesmo sinal em Ј, logo, H ë estritamente crescente ou estritamente decrescente em 
Је, portanto, inversível. Sendo Ж a função inversa de H em J, resulta de ® que 


х@ = ж (G() €, t€ 1. 
Por outro lado, deixamos a seu cargo verificar que toda função do tipo 


x()=3e(G()+D) 


É solução de ©, onde ЖЖ é a inversa de uma primitiva de — num intervalo em 


ДЕ) 
que h (x) * 0, G (t) uma primitiva de g (t) num intervalo Г C 1, e К uma constante. 


145. MÉTODO РВАТІСО PARA DETERMINAR AS SOLUÇOES 
МАО CONSTANTES 


Seja a equação 


di 


Lama 
Ф 4" 


com g e h nas condições do teorema da seção anterior. O quadro que apresentamos 
a seguir fornece-nos um roteiro prático para determinar as soluções não constantes. 
de® 


XIII 


) di (separação das variáveis) 


Hs ena 


нос +k 


EXEMPLO 1. Resolva а equação 


Solução 
Inicialmente, vamos determinar as soluções constantes. 


0. 


һ(д-жҙк-0- 


Assim, x (1) = 0 é a única solução constante 
Vamos, agora, determinar as soluções não constantes 


de 
dr 


а 


Como g (t) = te h' (x) = 2x são contínuas resulta 


му =0 


(k constante) 


é a família das soluções da equação. 


EXEMPLO 2. Com relação à equação do exemplo anterior, determine a solução 
que satisfaça a condição inicial dada. 


) x()-0 
D x(0)=1 
) x0) 


Solução 


1) Asolução constante x (f) = O satisfaz a condição inicial x (1) = 0. 


Segue que 


x= 


zy 


satisfaz a condição inicial dada. (Lembre-se: o domínio de uma solução é sempre 
um intervalo; no caso em questão, tomamos —,3 < 1 < 3, pois o domínio deve 
conter £=0) 


EE 


Segue que 


xi) 


satisfaz a condição inicial dada, т 


EXEMPLO 3, Resolva 4 — ш? 
dr 
Solução 
x (t) = 0 é a única solução constante, 


Determinemos, agora, as soluções não constantes. 


dai 


TEE 
8 a ә 
Sex>0 к= bel езек < бул = i CT segue que x= ke T, k # O real 


qualquer. Para k = 0, temos а solução constante x (t) = 0. Assim 


H 
c(t) Ke, та 
ёа familia das soluções da equação. ш 
EXEMPLO 4. Determine а função у = f (x) tal que f (1) = 1 e que goza da 
propriedade: o coeficiente angular da reta tangente no ponto de abscissa x é igual ao 
produto das coordenadas do ponto de tangéncia. 
Solução 
Para todo x no domínio de f devemos ter 
Ро) =х Ро). 


Assim, а função procurada é solução da equação 


dy 


а 


Temos 


Ге] 


Para 


procurada é 


EXEMPLO 5. Determine o tempo necessário para se esvaziar um tanque cilíndrico 
de raio 2 m e altura 5 m, cheio de água, admitindo que a água se escoe através de 
io, situado na base do tanque, de raio 0,1 m, com uma velocidade 
v= „Tgh m/s, sendo h a altura da água no tanque e g = 10 m/s? a aceleração 
gravitacional, 


Solução 


Seja h = h (t) a altura da água no instante t. O volume V = V (t) de água no tanque 
no instante t será 


VO = Anh (0) 


A Las A 
wg 


Ф 


Por outro lado, supondo At suficientemente pequeno, o volume de água que 
passa pelo orifício entre os instantes t e t + At é aproximadamente igual ao volume 
de um cilindro de base лг (r raio do orifício) e altura v (t) Ar (observe que a água 
que no instante £ está saindo pelo orifício, по instante r + At se encontrará, 
aproximadamente, a uma distância v (t) At do orifício, onde v (т) é a velocidade, no 
instante t, com que a água está deixando o tanque). Então, na variação de tempo At, a 
variação AV no volume de água será 


AV= -o (i)n A. 
É razoável, então, admitir que a diferencial de V = V (t) seja dada por 
ду = -o (t) ar de 


ou que 


e resulta 


-vin m. 


ar 


Sendo v= jS) ег = 0.1, resulta que a altura h = h (t) da água no tanque é 
regida pela equação 


aL -ooi y20h, h > 0. 
ж 


De h (0) = 5, resulta k = 400. Assim 
ће — (1 + 4002 
E 


O tempo necessário para esvaziar o tanque será então de 400 segundos ou 6 min 
405 и 


EXEMPLO 6. Uma partícula move-se sobre o eixo x com aceleração proporcional 
ao quadrado da velocidade. Sabe-se que no instante t = 0 a velocidade é de 2 m/s e, 


no instante 


EL 


D) Determine о = v (t), t z 0. 
) Determine a função de posição supondo x (0) = 0. 
Solução 


1) O movimento é regido pela equação 


em que a é a constante de proporcionalidade. 


ESEG 


artk 
-і 
КЕТ 

Para t7 0, 0 = 2, assim 
Para t - 1,7 L,assim 

1 1 

1- oua= == 

T 2 

Portanto, 
vin 120 


Ј«- а 
x=2In(1+9+k 


Tomando-se k = 0, a condição inicial x (0) = 0 estará satisfeita. Assim, 


0 


тіз) ш 


Ë 
E (C constan 
yt à 


2, Determine у = y (х) que satisfaça as condições dadas. 


10. 


11 


сано 


У 
Suponha que V = V (p), p > 0, satisfaça а equação S = — (y constant) 
Admitindo que V = У, V, > 0, para р = р, mostre que Ур = Ур, para todo 
p>0 

O coeficiente angular da reta tangente, no ponto de abscissa x, ao gráfico 
de y = f (9) 6 proporcional ao cubo da ordenada do ponto de tangéncia. 
Sabendo que |0)-1е/0) determine f. 


Um corpo de massa 10 kg é abandonado a uma сепа altura. Sabe-se que as 
únicas forcas atuando sobre ele sào o seu peso e uma força de resisténcia 
proporcional à velocidade. Admitindo-se que 1 segundo após ter sido 
abandonado a sua velocidade é de 8 m/s, determine a velocidade no instante 
t (suponha a aceleração da gravidade igual a 10 m/s?) 


А reta tangente ао gráfico de y = f (X), no ponto (x, y), intercepta o eixo y 
no ponto de ordenada xy. Determine f sabendo que f (1) = 1. 


Determine a curva que passa por (1, 2) e cuja reta tangente em (s, y) 
intercepta o eixo x no ponto de abscissa +. 


Um corpo de massa 70 kg cai do repouso e as únicas forças atuando sobre 
ele são о seu peso e uma força de resistência proporcional ao quadrado da 
velocidade. Admitindo-se que 1 segundo após o início da queda a sua 
velocidade é de 8 m/s, determine a velocidade no instante t, (Suponha a 
aceleração da gravidade igual a 10 m/s) 


Para todo a > 0, o gráfico de у = f (X) intercepta ortogonalmente a curva x* 
+ у: = a. Determine f sabendo que f (1) = 2. 


Para todo а > 0, o gráfico de у = f (x) intercepta ortogonalmente a curva ху 
= а, х > 0, Determine f supondo f (2) = 3. 


Determine uma curva que passa pelo ponto (0, 2) e que goza da 
propriedade: a reta tangente no ponto (x, y) encontra o eixo x no ponto A, 
de abscissa > 0, de tal modo que a distância de (x, y) a À é sempre 2. 


É transforma a equação 


12. Verifique que a mudança de variável 
doy 


na de variáveis separáveis ^^ 


Determine, então, 


rm ETE 
soluções (na forma implicit) da equação 2 = —— 
13. Determine soluções da equação % — У — (Sugestão: Olhe para о 


de 


Exercício 12) 


14, Verifique que а mudança de variável u = y - x transforma a equação 
^ — 1, Determine, então, 


=P ma de variáveis separáveis 2 


p 
Soluções da primeira equação, 


146. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES DE 1º ORDEM 
Por uma equação diferencial linear de 1.º ordem entendemos uma equação do 
tipo 


3 E entre 
a. 


em que g e [são funções dadas, continuas e definidas num mesmo intervalo 1. 


EXEMPLO 1. © = v + Те пег de 1% ordem; aqui g ()=tef(9=1. w 
EXEMPLO 2. SE = a é linear de 12 ordem (é também de variáveis separáveis); 
а 
Pef()-0. a 
EXEMPLO 3. J =s? + зет não é linear (também não é de variáveis 


separáveis). 


Observe que na equação linear, tanto a variável dependente como sua derivada 
осогтет com grau 1. 
Se f(t) = 0 em 1, a equação 


é de variáveis separáveis e a solução geral será 


— 
——— 
sedet em 


em que f g ау estará representando, endo, uma particular primitiva deg. а 


EXEMPLO 4. Resolva a equação E = y 


Solução 


Trata-se de uma equação de 1º ordem, linear e de variáveis separáveis. A 
solução geral é 


Vamos, agora, resolver © no caso em que f (t) não ё identicamente nula em 1. 
Observamos, inicialmente, que 
[ana 


LINEA -joa 


ETE 
dr 


de ЕП 
ЕЗІЛЕ 
Д * ] 


Isto é, 


тегінде 


A igualdade acima nos indica um caminho para obtermos a solução geral de © 
no caso em que f (t) não é identicamente nula em 1. Temos que ( é equivalente a 


d 
Lo = f, 
A onm ri 


[кч 


Мой os dois membras pelo fator integrante [A obtemos 
E әнінен yy ios 
а leia аба 
4. n 
a me 
ы 
ER lena 
ne ne 
а! то 
аео „јода | py [OA q жену 


que é a familia das soluções da equação (0. m 
m 


етты sima [gear [ri e [209 a indicam particulares primos 


de реу 180997 respectivamente 


EXEMPLO 5. Resolva a equação ж тісті 
7 


Solução 


Aqui g (1) 73 e f (1) = 4. О fator integrante é ¿”| 


É claro que você poderia ter aplicado diretameme a fórmula obtida 
anteriormente. 


Бенісіс145--------- 
1. Resolva. 
PE 
n 
БЕТТ 


d 
а Ester mE ay coste 


ав 
ас 


3, Suponha Е, В e L constantes não nulas. Determine а solução í = i (t) do 
problema 


pie 
а 


| i-o 


4, Um objeto aquecido а 100°C é colocado em um quarto a uma temperatura. 
ambiente de 20°C; um minuto após a temperatura do objeto passa а 90°С. 
Admitindo (lei de resfriamento de Newton) que a temperatura Т = T (1) do 
objeto esteja variando a uma taxa proporcional à diferenga entre a 
temperatura do objeto e a do quarto, isto é, 

т 
dr 


= a (T — X) (a constante) 


determine a temperatura do objeto no instante r. (Suponha £ dado em 
minutos.) 


5. Um investidor aplica seu dinheiro em uma instituição financeira que 
remunera o capital investido de acordo com a equação “С = 0.08 с. 


а) Supondo que о capital investido no instante £ = O seja Cy, determine о 
valor do capital aplicado no instante t. 

b) Qual o rendimento mensal que o investidor está auferindo? (Suponha t 
dado em meses) 


Um capital C = C (£) está crescendo a uma taxa “Ë proporcional a C. Sabe- 


dr 
se que o valor do capital no instante t = 0 era de R$ 20000 e 1 ano após, RS 
60000. Determine o valor do capital no instante 1. (Suponha t dado em 
anos) 


Um material radioativo se desimegra a uma taxa ©” proporcional а m, em 
que m = m (0 É a quantidade de matéria no instante t, Supondo que a 


quantidade inicial (em t = 0) de matéria seja m, e que 10 anos após já tenha 
se desintegrado 4 da quantidade inicial, pede-se o tempo necessário para que 
metade da quantidade inicial se desintegre, 

Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com aceleração proporcional à 
velocidade. Admitindo-se que u (0) = 3, u (1) = 2 e x (0) = 0, determine а 
posição da partícula no instante t 


9. Determine a função y = f (x), x > 0, cujo gráfico passa pelo ponto (1, 2) e que 
вога da propriedade: a área do triângulo de vértices (0, 0), (x, y) е (0, m), m 
> 0 é igual a 1, para todo (x, y) no gráfico de f, em que (0, т) é a interseção 
da reta tangente em (x, y) com o eixo y. 
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TEOREMAS DE ROLLE, DO VALOR MÉDIO E DE 
CAUCHY 


15.1. TEOREMA DE ROLLE 


Teorema (de Rolle). Se f for continua em (a, b], derivável em Ја, ble f (a) = f 
(b), então existirá pelo menos um c em Ја, b[ tal que f (с) = 0. 


Demonstração 


Se f for constante em [а, b], então (x) = 0 em Ja, bl; logo, existirá c em Ja, b| tal 
que f (c) = 0. Suponhamos, então, que f não seja constante em |а, b]. Como f é 
contínua no intervalo fechado [а, b], pelo teorema de Weierstrass, existem x, e x, em 
la, b], tais que f(x, e f (x) são, respectivamente, os valores máximo e mínimo de f 
em [a, b]. Como f (x, * f (x), pois estamos supondo f não constante em [a, b], segue. 
que x, ou x, pertence a Ја, Ы (estamos usando aqui a hipótese f (a) = f (b)), dai f(x,) 
Portanto, existe cem Ja, b[talquef(c)-0. ж 


Exercícios 15.1 


Prove que entre duas raízes consecutivas de uma função polinomial / existe 
pelo menos uma raiz de f. 

Suponha f derivável em R. Prove que entre duas raízes consecutivas de Г 
há, no máximo, uma raiz de f. 

Sejam f e g contínuas em [a, b] e deriváveis em Ја, bl, com g (х) = O em [a, 
b]. Suponha, ainda, que f (a) = g (a) e f (b) = g (b). Prove que existe с em Ја, 
bl tal que f (c) g (c) = [Г (с) g (o. 

Suponha f contínua em [a, b], derivável em Ја, М e tal que f (a) 
Suponha, ainda, que 0 < a. Prove que existe c em Ja, b tal que / (с 


b) =. 
гуло 


Interprete geometricamente, 


Prove que se fea ta 


+-®—= enio а, + ax + ға, 
E а + ар е 


tem 


pelo menos uma raiz em |0,17 


Suponha fderivável até а 22 ordem em R e tal que 


[ets neo rio plos 
| rto у= аьаа, 

Prove que f (x) = 0 em [a, b 

Suponha f contínua em [a, b] e derivável até a 2º ordem em Ja, b[. Sejam xy, 
x, ex, pontos de [a, b], com x, «x, < x, e tais que f(x) = f (x) = f (x) = 0. 
Prove que existe pelo menos um c em Ја, b tal que f” (c) = 0. 

Suponha f contínua em [a, b] e derivável até a 3º ordem em Ja, М. Sejam xy, 
X, X eX, pontos de [a, b], com x, < xi < «x, e tais que f (x) = f (x, 


(x) = f (x) = 0. Prove que existe pelo menos um c em Ја, bf tal que f" (c) 
O. Generalize. 


Suponha f contínua em [a, B] e derivável até a 3º ordem em Ја, M. Sejam x, 
x, e x, pontos de |а, b], com x, < x, < x, e P (a) o polinômio de grau no 
máximo 2 e, portanto, da forma P (x) = a, + a, x * a, tais que 


PO 


(x), P (б) = f (8) e P (x) 


бо. 
Seja z um ponto de [a, b], com z € (x, x,, x,) e seja а о número real tal que 
FOPO + (z x) @-х)@-хда. 


Prove que existe pelo menos um c em Ja, b tal que a = / 


(Sugestão: Considere a função 
fG)*f()-PQ) -G-x)G-x) 7x) a 
e aplique o exercício anterior. 


10. Nas condições do exercício anterior, prove que, para cada x em |а, b], 
existe pelo menos um c em Ја, b[ tal que 


fo bo LO oso paa 


Generalize. (Observação. O polinômio P (x) acima denomina-se polinômio 
interpolador de f (x) relativo aos pontos x, x, е x, e pode ser obtido 
rapidamente pela fórmula 


G = му бо aa O ta = 0) 3 — 3). 


(po m 
Род = 


тоз) 


devida ao matemático italiano J. L. Lagrange (1736-1813).) 


15.2. TEOREMA DO VALOR MÉDIO 


Seja fuma função definida em |а, b]. Consideremos а função S dada por 


Sio fip 10-10 


%-а 


O gráfico de S é а reta passando pelos pontos (а, f (а) e (B, f (b). Na 
demonstração do ТУМ iremos utilizar a função dada por 


96) = [09 - SQ), x em la, b]: 


Observe que g (a) = g (b) = 0. 


Teorema (do valor médio — TVM). Se f for continua em |a, b] e derivável 
em Ja, bl, então existirá pelo menos um c ет Ja, Ы tal que 


ТФ) - fta) = f (e) (b - a) 


Demonstração 
Seja g função dada por 
96) = f(9) -S (x), x em la, b] 


Como g é continua em (а, b], derivável em Ja, B[ e g (a) = g (b), pelo teorema de 
Rolle existe с em Ja, b[ tal que g (c) = 0. Temos 


£O) mf Snes (у= LU) fi. 
nmm 


Assim, 


CESTO 


d b-a 
ы 
rospo- 10719 o 
Ропамо, 
Е) -f(a =f) (b-a). в 
Exercícios 152 


1. Sejam I um intervalo, fuma função contínua em Ге ші que | РО) | M para. 
todo x no interior de 1, em que М > O é um real fixo. Prove que quaisquer 
que sejam хе yem 1 


Ife9-fo)|sMIx-yl. 
2. Prove que quaisquer que sejam s e t em [1, +x[ 
|ш-Шші|>|8-4 


3. Sejam a < b dois reais dados. Prove que 


4. Prove que quaisquer que sejam a e b, a < b, 
агаа b- arctg a < b = a. 
Conclua que para todo x » 0 


arci x «x, 


5. Sejaf:R ~ R uma função. Dizemos que x, é um ponto fixo de f se f (x) 


а) Determine os pontos fixos de f (x) = x? — 3x. 


В) [6 => + 1 admite ponto fixo? 


с) Mostre que fterá ponto fixo se o gráfico de f interceptar a reta y = x. 
6. Sejaf:R ~ R e suponha que f(x) * 1 para todo x. Prove que f admitirá no 
máximo um ponto fixo. 


7. Suponha que g (t) seja uma primitiva de f (t) em |0, 1], isto é, para todo t 
em [0, 1], g (t) = f (t). Suponha, ainda, que f (t) < 1 em |0, Ц. Prove que 


4(0—в (0) <t em 10,11 


3. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com função de posição x = o(?. 
Sabe-se que 9(0) = 0 e g (1) = 1, isto é, nos instantes O e 1 a partícula 
encontra-se, respectivamente, nas posições x = 0 e x = 1. Prove que em 
algum instante с, 0 < c < 1, v (с) 2 1. (Sugestão: Observe que g (t) = v (0) 
em (0, 1] e utilize o exercício anterior) 


15.3. TEOREMA DE CAUCHY 


Para motivar geometricamente o teorema de Cauchy, vamos, inicialmente, 
definir reta tangente a uma curva em R. 

Por uma curva em R? entendemos uma função que a cada t pertencente a um 
intervalo 1 associa um ponto (g (t), f (D) em R°, em que f e g são funções reais 
definidas em I. Dizemos que, 


pato 
у-го = 


são as equaçães paramétricas da curva. 


EXEMPLO 1. Seja a curva de equações paramétricas x 
varia em R, o ponto (t, P) descreve a parábola y = x. 


EXEMPLO 2. Seja a curva de equações paramátricas x = cos t, y = sen t com t € |0, 
Эл], Quando t varia em [0, 2л], o ponto (cos t, sen t) descreve а circunferência X° + 
1 


[T 


Suponhamos, agora, fe g deriváveis em I, t, € 1 е (6) # 0, Vamos definir reta 
tangente à curva no ponto (g (t), Ft). 


аға,» 
4 Д 


О coeficiente angular da reta secante 5,6 


Li- f to) 
g= xn 


Nada mais natural do que definir o coeficiente angular da reta tangente à curva 
no ponto (g (1), f (t) igual a 


ш LO-A) 
lo KUT g 00) 
Temos: 
AT 
tim LO-A) = fo) 
to EU) T EU) бә» ТАТАР o) 
1-4 


Definimos, então, а reta tangente à curva em (g (t), f (д) como a reta que passa 


FU 


por esse ponto e que tem coeficiente angular А equação da reta tangente à 


curva em (g (to) (1), Г) é então 


ДІ! 


-fto ЛІГІ) 


Suponhamos, agora, f e g contínuas em [а, b], deriváveis em Ја, b[ e 900) * 0 em 
Ja, bl. Observe que as condições apresentadas anteriormente implicam g (a) ғ g (b). 


то 


gb) — g (а) 
Vemos, geometricamente, que existe um ponto (g (c), f (с) tal que a tangente. 
(о) 


O coeficiente angular да reta S é 


neste ponto é paralela à reta S. O coeficiente angular de T é Entào, para este 


sto 


LO fi). 
sela” qto 


Teorema (de Cauchy). Se f e g forem continuas em [a, b] е deriváveis em Ja, 
Ы, então existirá pelo menos um c em Ја, bl tal que 


If (b) = [(а)1 g'(e) = 19 (b) - g (а РК). 


A) LO ugoro ГУ. 


Demonstração 


Беја h (x) = [f (b) - f (a)] g 69 - 19 (b) - g (a)] f G9. x € la, bI. 


Jt é comma em la Pe deivável em Jo 9 
(һау = h(b) (verifique), 
Pelo teorema de Rolle, existe c em Ja, Ы tal que h' (c) = 0, daí 


TFC) = F (a)l g'(©) - lg (b) – 9 (а) Ре) = 0 


ou seja, 


IF) = FCO] 9(с) = [9 (6) -g (а РКО. т 


Observação. Fazendo, no teorema acima, g (x) = x, obtemos o TVM. 


16 


FÓRMULA DE TAYLOR 


16.1. APROXIMAÇÃO LOCAL DE UMA FUNÇÃO 
DIFERENCIÁVEL POR UMA FUNÇÃO AFIM 


Seja fuma função derivável em x, e seja T dada por 
TG) = Го) + PG) (7x9. 


O gráfico de T é a reta tangente ao gráfico de fem (x, f (x). 


Para cada x € D, seja E (X) o erro que se comete na aproximação de f (x) por T 
©: 


( бәк f'wa- w) +E) z€ Dy 
то) 
Observe que, para x 2 x, 
EM _ LOL pcs 
кем аз 


dai, 


ou seja: quando x — х„о erro E (x) tende a zero mais rapidamente que (x = xj). 
A função 
TG) =F б) + fé) бх) 


é a única função afim que goza da propriedade de o erro E (x) tender a zero mais 
rapidamente que (x = ж). De fato, se S (x) = f (x) + m (x — x) for uma função afim 
passando por (x, f (x) tal que 


Го) = f (a) + m (x = x) + E, (9, x € D 


emque lim AC) 


үс ento necessariamente m = f(x). (Verifique) 


Segue que, se [for derivável em x, 


TG) = Го) + fé) (x = x) 


é a função afim que melhor aproxima localmente a f em volta de x, 
A função T acima é uma função polinomial de grau no máximo 1; será do grau 1 
se f(x) * 0. Assim, T é o polinômio de grau no máximo 1 que melhor aproxima 
localmente a fem volta de x, 
Observe que os valores de f e T em x, São iguais, bem como os de suas 
derivadas: 


Го = T (x) e Ро) = TQ). 
O polinômio 
PG) = f(x) + Р) ( 7 x) 


denomina-se polinômio de Taylor de ordem 1 de f em volta de x, 
O próximo teorema fornece-nos uma expressio para o erro E (X), que aparece 
em @ em termos da derivada 2º de f. 


Teorema. Seja f derivável até a 2º ordem no intervalo I e sejam x, x, € 1. 
Então, existe pelo menos um по intervalo aberto de extremos x e x, tal que 


ru 


го) m fo) + Чаду ба = 39) + [n 


ng 


Demonstração 
Еш) = (9) - HG) + fo) (7x91 
Assim, 
E(x) =0е Ex) 
(Observe que El) = f) - f(x), pois f (x) e f(x) são constantes) 


Seja (5) = (x= x}; segue que 


hx) 
Temos 
El) Fix 
DITE: 


Pelo teorema de Cauchy, existe Y, no intervalo de extremos x, e x tal que 


Ew Eh 
Ae) w 


Tendo em vista E(,) = (x 


EQ), EG) E'(xo) 


ШЕ] 


Novamente, pelo teorema de Cauchy, existe 7 no intervalo aberto de extremos x, 


extal que 


Et) E 
ac) a0 


Como El) = Реде ћи) = 2 


Portanto, 


Еа) 


(= 


para algum ў по intervalo aberto de extremos xe x, в 


EXEMPLO 1. Seja f derivável até a 2º ordem no intervalo | e seja x, € I. Suponha 
que existe M > O tal que | f'(x) | < M para todo x € I. Prove que para todo x em / 


ifo- 


em que P (x) = f (x) + f(x) (x - x. 
Solução 


De acordo com o teorema, existe F entre x e x, tal que 


a-ra | 


MfG) - Р)! = IA — о 


dai 


coros Misc nea 


EXEMPLO 2. Avalie In 1,003. 


Solução 


Seja f(x) = In x. O polinômio de Taylor, de ordem 1, de fem volta de x, = 1 é: 
Р) = га) +[а)(х-1) 


e como, f (1) = 0 ef(1) = 1, resulta 


Рбдех 
Assim, 
101003) = P (1,003) 


1n 1,003 = 0,003, 
Interprete graficamente este resultado. 


Avaliação do erro 


reler 


Segue 
[rm 


Pelo exemplo anterior, 


а-ро Mis 


Para x = 1003 


If (1,003) - P (1,003) | < 0,0000045. 
Assim, о módulo do erro cometido na aproximação 


= 0,003 


In 1,003 


é inferior a 10”. Observe que 0,003 é um valor aproximado por excesso (faça os 
gráficos de fe de P e confira). ш 


Exercícios 161 


1. Calcule o polinômio de Taylor de ordem 1 da função dada, em volta de x, 


dado. 
or = Буолуо 
олю = Малу =8 Фу aco 


nrw 


ала = eos 3g 


2, Calcule um valor aproximado e avalie o erro. 
алта 
b) (32002 
c) sen 0,02 
gen 
e) cos 0,01 
D 099 


162. POLINÓMIO DE TAYLOR DE ORDEM 2 


Vimos que o polinómio de Taylor, de ordem 1, de f em volta de x, tem em 
comum com fo valor em x, е o valor da derivada em x, 
Suponhamos que f tenha derivadas até a 2> ordem no intervalo 1 e seja x, € 1. 


Vamos procurar о polinómio P, de grau no máximo 2, que tenha em comum com f 
o valor em x, o valor da derivada 17 em x, e o valor da derivada 2º em x, 


Queremos, então, determinar P, de grau no máximo 2, tal que 


Р) e Р) = Р"), 


(S). fos) 


f(x) 


Podemos procurar P da forma 


P) e AA (кх) +A, QC xy. 


A, devemos ter А, = f(x). 


Р(х) =A, 2A, (x = x) 


Daí, Р(х) = A, e Ра) 


ЗА, Segue que devemos ter 


А-Г 


24, = f(x) 004, = 1 fri) 


O polinômio procurado ë então 


Гоа) 


Ф Р) =) + WAI + а 
O polinômio © denomina-se polinômio de Taylor, de ordem 2, de fem volta de x, 
Observe que fe Р admitem а mesma reta tangente em ( f (X). Como P'(x) = f 

"оу, segue que se Р(х) = 0 ef" contínua em x, para x próximo de x, os gráficos 

de f e P apresentam concavidades com mesmo sentido. É razoável esperar, então, 

que, para x suficientemente próximo de x, o polinômio de Taylor de ordem 2 

aproxime melhor f do que o polinômio de Taylor de ordem 1. 


EXEMPLO 1. Seja f(x) = е Determine os polinômios de Taylor, de ordens 1 e 2, 
de fem volta de x, = 0. Esboce os gráficos de fe dos polinômios. 


Solução 


Indiquemos por P, e P, os polinômios pedidos. 


P, 09 = (0) + f(0) (x - 0) 


oy. 


De fO) = Р) = e", segue f (0) = P'(0) 
Assim, 


1 


P.O) = 


Seja P o polinômio de Taylor, de ordem 2, de f em volta de x, Para cada x em D, 
seja E (x) o erro que se comete na aproximação de f (x) por P (x). Assim, para todo 
xem D, 

3 


го = fog) + бару ag) + 


во ето [reo roya CL = | 


Temos: 


Assim, 


E (x1) = E(x;) = E"(x,) = 0. 


O próximo teorema fornece-nos uma expressão para o erro E (x) em termos da 
derivada de 3º ordem de f. 


Teorema. Seja f derivável até a 3º ordem no intervalo Г e sejam x,, x em I. 
Então, existe pelo menos um у entre x e x, tal que. 
Am 


teo) (y 


FO = fes) + Гоу) = x) + E a-w 


El) 


Demonstração 
E (x) = Ек) = E'(x) e E'(x) = ['(х). 
Sendo h (00) = (x — қу, 
h (6) = 8) = h"() = 0 e h "00 = 


Temos 


Е(а) | EG) EG) 
hO) Во) hoo) 


Pelo teorema de Cauchy existe x; entre x e x, tal que 


) = EG 
һа) NG) 


Temos 


EG) E) 
Mo WE hio) 


Pelo teorema de Cauchy, existe Fy entre x, e Y tal que 


Em 
к) 


ЕЕ 


De E" (x) = 0 =h" (x) segue 


EQ) 
Dr 


ГЕ m 


Novamente, pelo teorema de Cauchy, existe Ç entre T e x, tal que 


Бо) E"G) 
Ae) веб) 


Como 


ге 


a 


(ag. E 


EXEMPLO 2. Seja f derivável até a 3: ordem no intervalo | e seja x, € I. Suponha 
que existe M > O tal que | f"(x) |< М para todo x em I. Prove que, para todo x em I, 
Vy - Pets Masse 
3 
onde 


Pi) fg tra tem) + LO (а – 


Solução 
De acordo com o teorema anterior 
"ә H 


MG = Pays LD oy 


leis 9 
ETE 


bai den 
А 
асаа E S 


Solução 


In x. Vamos utilizar o polinômio de Taylor de ordem 2 em volta de x, 


Seja г) 


Р) =ау+" буе =) ZO uc ag 


мене d)» iof) А, 
Раје0о+и-—ђ- la - 1 
romeo Lap 
aa 
1n 1,03 = P (1,03) 
P (1,03) = 0,02955, 
T 


In 1,03 = 0,02955. 
“Avaliação do erro 


assim, | f" (x) | < 2 para x > 1. Pelo exemplo anterior, 


ro Pis Liso paras 


Segue que 


1003) - P зу! -008 


1f (1,03) = P (1,03) | 0,000009. 
Assim, o módulo do erro cometido na aproximação 
In 1,03 = 0,02955 


é inferior a 107. (Observe: 0,000009 


10%<10%) 


Como, para x > 1, Еу = LD œ- 1))>0, segue que 002955 é uma 


aproximação por falta de ln 1,03. w 
ЕХЕМРІ 04. Calcule um valor aproximado para 37,9 e avalie o erro. 
Solução 


Seja f(x) = Yx. Vamos utilizar o polinômio de Taylor de ordem 2 em volta de 
в. 


Ри) efie rape + LO (у-у, 


segue que 


logo, 


PO» 


Assim, 


Avaliação do erro 


o= CS 


Neste problema, interessa-nos o intervalo de extremos 79 е 8. Como 1,8" 


5,832 < 7.9, segue que, para todo x, 7,9 < x < 8. 


EIE 


is <ir 
€, portano, 
[EE 
Dai 
E 
` 27-18% 
€, poranto, para 79 < x< 8, 

5 з 
oros tl 
fe o SIUS 

сан 
107? 


uas - P091 < 


ЕШТЕН 


(Observe: 81 (L8 > 1.000 = < 107°.) Deste modo, o módulo do erro 


= 
ТЕПСЕ 
cometido na aproximação 


éinferiora 10%. ш 


Observação. A escolha de 1,8 foi feita por inspeção. Poderíamos ter escolhido 1,9, 
о 


ов, (1,9) < 7,9. Com а escolha de 1,8 conseguimos um M > 0 | м=—-10— 
Pes, (1) X 27-01,8} | 


tal que ут) <Mpar79<x=<S, 0 que nos permitiu utilizar о 


10 
mie 
Exemplo 2. Evidentemente, quanto menor o M, menor será a majoração para o erro. 
Neste problema, a escolha de 1,9 seria preferível. Se tivéssemos escolhido 1,9, 
chegariamos à conclusão de que o erro cometido na aproximação é, em realidade, 


interior 210% Observe ainda, que, para 735 «8, у= LO ар co 


que mostra que 1,9916319 é aproximação por excesso. 

Seja f derivável até a 2º ordem no intervalo I e seja x, € 1. Seja E (х) о erro que 
se comete na aproximação de f (x) por P (х), em que P (х) é o polinômio de Taylor 
de ordem 2 de f em volta de x; 


f" Go) 


fa) = о) eger ag) + aa + EQ) 


Vamos mostrar a seguir que, para x — X, O erro E (X) tende a zero mais 
rapidamente que (x = y De fato, 
то : 
EW _ па 107/097 l'en x) - LED y: 4 
[2 Lo 


p [верен ao] 


Assim, 


Provaremos a seguir que 


f" хо) 


Р) og feo = у + LE (а ag? 


é o único polinômio de grau no máximo 2 que goza da propriedade de o erro E (x) 
tender а zero mais rapidamente que (x = x, quando x — x, 


Seja então 
Го) = FG) +A (x= x) + B (x = x)? + E, (А) 


em que 


13% (x — 10): 


Vamos provar que 


TNT 
De fao, de 
йе 
ka ZOA 
Да асыл 
аа 


[reme [AG = ху) + BG = x1 


lim =0 


uma vez que 


EQ)- E) 


LD aoa |46 + BG = 19) 


Segue que 


tim 
e ГЕ; 
daí 
iren-ais| fade - 20) 
lim 2 
‚э х= 


o que implica A = f(x,) (observe que, se tivéssemos A = Р(х), o limite acima não 
poderia ser zero). Assim 


ха 


o 


e, portanto, В Pon 
EXEMPLO 5. Seja у) = 1 Mostre que P (9) = 1 + x + э £o polinômio de 
Taylor, de ordem 2, de f em volta de x, = 0. 

Solução 


Basta mostrar que E (x) = f (x) - P (x) tende a zero mais rapidamente que ж, 
quando x ~ 0. 


Outro processo. Calcular f (0), P(0) e P(0) e verificar que 


ro 


тел «-%. . 


ко fO) – 0) + 


Dizemos que g (9) é um infinitésimo, para x x, se UM ФО) = O sam g бу 


e 9, (X) dois infinitésimos, para х — x, Dizemos que о (x) é um infinitésimo de 
ordem superior à de g, (x) se, para x ~ x, 9 (х) tende a zero mais rapidamente que 


е0) 
a), ou seja, se. lim 
ө C) ou seja, se lim SAT 


0.£ usual a notação 


9G) = о (o, (0) parax ~ x, 


para indicar que o (x) é um infinitésimo de ordem superior à de o, (х), para x — 
Assim, sendo g (x) e 0, (x) infinitésimos para x — xy. 


tim 45). 
х= ө) 


ое) = 0 (e (9) pani r ap 


Observe que x — x, só é infinitésimo para x - xç assim, 
Е(д-о(к-х) 


significa que E (x) é um infinitésimo de ordem superior à de x — x, para x — x, 
Do que vimos anteriormente, segue que 


(ü) Ро) = Гоа) * PG) (7x) +0 (x7 x) 


(хә) 


G) p = peg + "бару ec Ip + (а = xy! + ola- 


Exercícios 16.2 


1. Determine o polinômio de Taylor, de ordem 2, de fem volta de x, dado. 


£ =O 


2. Utilizando polinómio de Taylor de ordem 2, calcule um valor aproximado 
e avalie o erro. 


a) із 
b) 
9 


h) cos02 
3, Mostre que, para todo x, 


1 
Лыах к La 
3 


-aa 


4. Mostre que, para 0 <x «1 


bicos x 


ose 


КОНЕ 


5. Utilizando a relação sen x = x + o (x), calcule 


СИЯ 


isto é, lim LL 


6. Verifique que 


а) sitas 


pen 


sensor ola) 


аюх=6-0- 


Seja f= ESTE 


exco 


а) Determine o polinômio de Taylor de ordem 2 de f em volta de x, = 0. 


b) Seja a > 0 um número real dado. Mostre que não existe М > O tal que para 
todo x em [0, а}, | f" (9 | £ M. 


8. Seja f derivável até a 2º ordem no intervalo I e seja x, € I. Mostre que 
existe uma função g (x) definida em I tal que, para todo x em 1, 


Fº (o) 


то) m fes AF (ад (=) + (= + 9000 = x 


com lim etn. 


9. Seja f derivável até a 2º ordem no intervalo fechado |а, b] e seja x, € la, b]. 
Mostre que existe М > 0 tal que para todo x em [а, b]. 


1ле) -Р() 15 Мх 


Го» 


em que P Er 


IES 


(Sugestão: verifique que а função 9 (х) do Exercício 8, com o (x) 
contínua em fa, bl) 


16.3. POLINÔMIO DE TAYLOR DE ORDEM n 
Seja f derivável até a ordem n no intervalo Ге seja x, € 1.0 polinômio 


Е] 


Ра £ 


a-y" 


мәде ош + GO) apta 


denomina-se polinômio de Taylor, de ordem n, de f em volta de x, 
O polinômio de Taylor, de ordem n, de f em volta de x, é o único polinômio de 
grau no máximo n que aproxima localmente f em volta de x, de modo que o erro E (x) 
tenda a zero mais rapidamente que (x = х), quando x — x, (Verifique) 
О polinômio de Taylor, de ordem n, de fem volta de x, = 0 denomina-se também 
polinômio de Mac-Laurin, de ordem n, de f. 


EXEMPLO 1. Determine o polinômio de Taylor, de ordem 4, de f (x) = е" em volta 
de x, = 0. 


Solução 
po=sjorrow-or lOa- оор 1900 ау 
лыш, 
КОКЕ 
тәсім . 


EXEMPLO 2. Determine о polinômio de Taylor, de ordem 3, de f (x) = In x, em 
volta de x, = 1. 


Solução 


розе аа DO goa ED ір 


feo)=mr o >f=0 


1 
ro 


rows 


Assim, 


LI 


Teorema. (Fórmula de Taylor com resto de Lagrange) Seja f derivivel até a 
ordem n + 1 no intervalo Г e sejam x, x, € I. Então existe pelo menos um у no 
intervalo aberto de extremos x, e x tal que 


ор O) 


fim PO) а-а 


ТЕЗІ 


onde 


Роло ъло LS a 


Demonstração. Fica a seu cargo. т. 


EXEMPLO 3. Seja f derivável até a ordem п + 1 по intervalo I e seja x, € I. 
Suponha que existe М > O tal que, para todo x em 1, 


IPSM. 
Prove que, para todo x em 1, 


10) -P oE a Pt 


DE 


em que P (x) é о polinômio de Taylor, de ordem n, de fem volta de x, 
Solução 


Segue do teorema anterior que, para todo x em I, existe x entre x e x, tal que 


IFO) - Po) 


Como para todo x em 1,| [^*^ (x) | М, resulta 
M assunti 
x=% 


лд - Р! < 
fer $ (+)! 


EXEMPLO 4. 


3) Mostre que, para todo xem [0,1], 


(1+ р 
5) Avalie e com erro, em módulo, inferior а 107. 
Solução 
" (x) =... = f "7 (x) segue que o polinômio de 


Taylor, de ordem n, de f(x) = е em volta de x, = 0 é 


Para xem [0,1,0 <= fC) 0) <e<3. 
De acordo com o teorema anterior, para todo x em [0, 1], existe z entre O е x tal 
que 


Y 
& 


ADE 


an 


Assim, para todo x em [0, 1] (tendo em vista a desigualdade na página anterior) 


3 
< 
e DE 


Precisamos determinar n de modo que 


3 
D 


1075 


Por tentativas, chega-se an = 


Assim, 


com erro inferior а 10 


3 


Observação. Como lim 
T acte (+ D! 


"mm 


Mostraremos, no próximo exemplo, que e é um número irracional. 
EXEMPLO 5. O número e é irracional. 
Solução 


Suponhamos que e fosse racional; assim existiriam inteiros positivos a e b tais 
que 


Шү; 


Para todo natural n, 


КЕ 


e, pelo exemplo anterior, 


Ls 
ЕСЕ 


Daí, para todo natural n, 


a La 
осе (114141 
RENE: 


3 


NTE 


Paran >b en = 3, temos 


[PE 
D 


«(іні 


Assim, A - B é um inteiro estritamente positivo e menor que 5, que é 


impossível. 
Conclusão. O número e é irracional. ж 


No próximo exemplo mostraremos que 


em que a > 0 é um real fixo. Este resultado será útil na resolução de alguns dos 
exercícios que serão propostos no final da seção. 


EXEMPLO 6. Mostre que lim 


Gem que a > 0 é um real fixo. 


Solução 


Tomemos um тшш Nal ue < 1 


Temos, então: 


e, assim, para todo natural p > 1, 


ar 
NADA (N+ р) 


Fazendo n= N+ p 


al 


0, segue que 


lim 


EXEMPLO 7. Mostre que, para todo x. 


i 
T 


Solução 


Para todo x, existe y entre 0 e x tal que 


Sex>0, e< e, pois у € 10, x [, logo 


am 
(Dis, E. 
\ 2 ағы 

E 

Como tim pelo confronto, 
TESTO 
іш (ее. 
Sex<0, ¿T<e"= 1, pois TE lx, Ol; logo 


er [14x+ Ee 


pol 
De lim | 
or 


= 0 segue. 


tm (10004 


Fica provado, assim, que, para todo x, 


Bx ign De iibi C ығ» 


EXEMPLO 8. Mostre que, para todo x, 


(өтті 


Solução 


Pelo exemplo anterior, para todo x 2 0, 


Como, para todo x, 


E 


Em 
E ТЕЗІ 


O, resulta, substituindo na desigualdade acima x por ж, 


| BOTE Hes 


ТЕЗГЕ 


Para discutir o próximo exemplo, vamos precisar antes estabelecer uma 
desigualdade para integrais. Já vimos que, se f for contínua em (а, b] e f (x) > 0 em 


lo, E, endo [У y > o, Segue desta desigualdade que, se Ге д forem continuas 
em la, b] e fla) < (x) em [a,b], então 


" x 
[sonara [eco de (Veritique.) 


Suponhamos, então, f contínua em [а b]; assim, | f | também é continua em [a, b] 
temos para todo x em la, b], 


ЕЛЕ 


- ләм [pics [уола 
logo 


' [р један < Ë Meo de 


EXEMPLO 9. Calcule n E 
la 


dx com erro, em módulo, inferior a 10°. 


Solução 


Para x em |0, 1], ез? < е < 3. Segue então do exemplo anterior que, para todo x 
em 0, 1), 


Como 


resulta 


lí 


Por tentativas, chega-se que, para n = 7, 
3 
ЕРЛЕП 


TEN 


Assim, 


com erro, em módulo, inferior a 107. ш 


Exercícios 163: 


1. Determine o polinómio de Taylor de ordem 5 em volta de x, dado. 


с иза 


Avalie sen 1 com erro, em módulo, inferior а 107, (Sugestão: utilize o 
Exercício 2) 


Mostre que, para todo x, 


Calcule um valor aproximado com erro, em módulo, inferior a 107. 


«аға 


Mostre que, para todo x, 


inis ga 


* a) Verifique que i++ P+ + (и + 1) Conclua que, зе |t | < 


1 


іт (ere eser 


ou seja, 


жанағы 


b) Verifique que 1 - t + ° -£ +... + (-1у* t^ é o polinômio de Taylor, de 


ordem n, de — _ em volta de 0. 
Ter 
LL. -а- == ay 
Sugestão: Mostre que tim A+! 
© ” 
c) Mostre que a função E (0) dada por 
Lar catre Eo 
De 
é contínua em ]-1, + »[. 
d) Mostre que, para todo x -1, 
мако eoe eer Ie eoa 
374 aah 


[sec f a) 


E Siriapa ем 
25374 DI 
"Taylor, de ordem n 2 1 de ln (+ 1) em volta dc 


© Verifique que x= é o polinômio de 


8. Determine o polinómio de Taylor, de ordem 5, de g (x) = arc tg x em volta 
En 


9. seja fa)= 


Te 


а) Mostre que P (x) = 1 = хе + ха = хе + X° — x" é o polinômio de Taylor, de 
ordem 10, de f em volta de x, = 0. (Nšo é necessário calcular as derivadas 


def!) 
b) Mostre que a função E (х) dada por 


é continua em. 
€) Olhando para o polinômio do item (a), calcule P (0), f” (0), f” (0) ec. 


10. Determine o polinômio de Taylor, de ordem 11, de g (x) = arc tg x em volta 
dex,=0. 
dt e utilize o Exercicio 9, 


11. Seja f(x) = (1 + эу, em que a # O é um real dado. Determine o polinômio 
de Taylor, de ordem n, de f em volta de x, = 0 е dê a expressão do erro em 
termos da derivada de ordem n + 1. 


17 


ARQUIMEDES, PASCAL, FERMAT 
E O CÁLCULO DE ÁREAS 


17.1. QUADRATURA DA PARÁBOLA: MÉTODO DE 
ARQUIMEDES 


Um dos criadores do Cálculo Diferencial e Integral foi o grande matemático 
grego Arquimedes, que viveu no século 3 aC. em Siracusa. Uma de suas inúmeras 
descobertas foi a fórmula para o cálculo da área de um segmento de parábola. 
Nosso objetivo aqui é obter tal fórmula seguindo o raciocínio rigoroso de 
Arquimedes. Vamos então considerar o segmento de parábola limitado pela 
parábola y = X e pela corda AB. 


m 


Fig 17.1 


Pela Fig. 17.1, 


Ouseja, 


MN= пе 


(0K?) 


A altura do triângulo AMN em relação à base MN é m. Também, a altura do 
triângulo BMN em relação à base MN é m. Como 


MN= пе 


altura em relação à base MN = m 
segue-se que a soma das áreas dos triángulos AMN e BMN é 


diea ДАММ + drea ABMN = 


Portanto, a área do triângulo ANB é m°. Vamos destacar este resultado 


Área do triângulo ANB = тт. 


Vamos então ao cálculo da área do segmento parabólico. A seguir, suporemos A 
coincidindo com a origem do sistema de coordenadas. 


Fig. 17.2 


Na Fig. 172, o valor de mé b/2. Assim, a área T do triángulo ANB é (b/2) = 5, 


Área do trišngul 


A área do triángulo ANB é uma primeira aproximação para a área do segmento 
parabólico ANB. Vamos melhorar esta aproximação. Vamos somar a esta área as 
áreas dos triângulos AN,N e NN,B (Fig. 173. 


Área ANN = Área NN,B = (b/4) = 5/64 
Segue-se que 


Área ANN + Área NN;B = 6/32 = Т4, 


Observe que a soma das áreas dos triángulos AN,N e NN,B é exatamente um 
quarto da área T do triángulo ANB, 


Assim, 


Fig.173 


Dividindo, agora, o intervalo [0, b] em 8 partes iguais e somando-se as áreas dos 


novos triângulos obtidos, verifica-se que a soma dessas novas áreas é b>/128, que é 
exatamente um quarto da área anteriormente acrescentada, que era de 12/32. 


Assim, | 


é uma terceira aproximação, e melhor, para o nosso segmento parabólico. 


Continuando o raciocínio acima, é razoável esperar que a fórmula para о 
cálculo de tal área зеја: 


Área do segmento parabólic 


Entào, para chegar à fórmula para a área do segmento parabólico, é só calcular 
a soma da progressão geomérica infinita de primeiro termo 1 e razão que 


sabemos ser 3. (De acordo?) Só que Arquimedes não trabalhava com mies 


infinitos. Para chegar à fórmula 


Arquimedes primeiramente utilizou o seu MÉTODO de descoberta: verificou “por 
meio de uma balança” que o peso do segmento de parábola era exatamente quatro 
terços do triângulo ANB (veja referência bibliográfica 1 no final do capítulo). Em 
seguida, admitiu que o valor da área era Sr e, por uma dupla redução ao absurdo, 


Área do segmento parabólico. in 


provou a sua veracidade. É o que faremos à seguir. Temos 


1789 4 3.31 


Continuando o raciocínio acima, obtém-se 


Somando 3 aos dois membros, em seguida dividindo por 3 e por último 
multiplicando os dois membros por 7, resulta 


4 


O objetivo é então provar que a área do segmento parabólico ANB é 37. A prova 


será feita em duas etapas: па primera, prova-se que a área do segmento parabólico 
não pode ser menor que Š re па segunda, que ires do segmento parabólico nio 


pode ser malor que Íz.Idicendo por S а fren да segment parabólico, será 
provado endo que = 37: 


Para a prova da primeira etapa Arquimedes utilizou o seguinte postulado: “A 
diferença pela qual a maior de duas áreas excede a menor pode, sendo somada a si 
mesma repetidas vezes, exceder qualquer área [imita dada", cujo emunciado 
moderno 6: "Dados os números reais x e y, com x > 0, existe um natural m tal que mx 
> у”, que nada mais é do que a nossa conhecida propriedade de Arquimedes. 

Para a prova da segunda etapa, Arquimedes utilizou as duas seguintes 
propriedades 


L “Dadas duas grandezas distintas, se da maior subtrai-se mais que sua metade, do 
restante mais que sua metade, e assim por diante, acabará restando uma grandeza 
menor que a menor das grandezas dadas.” 

Ш. “А reta tangente à parábola y = х: no ponto de abscissa a + m é paralela à corda 
de extremidades (a, a?) e (а + 2m, (a + 2m) (Verifique) 


Fig. 17.4 


Observe que a área do triângulo XYZ é maior que a metade do segmento 
parabólico XYZ. (Você concorda?) 


PROVA DA PRIMEIRA ETAPA. (5 < 47) 


Suponhamos por absurdo que s < ST Assim, 37 - s > o Pela propriedade de 


Arquimedes, existe um natural n tal que 


ЖЕЛІ 


+. poro, 
TR 
iui 
шы, 
от 
ошер, 
ттар, Е.Е. 


que é contradição, pois para todo n 


ni 
n 


PROVA DA SEGUNDA ETAPA. ST 


Suponhamos, agora, 5> É. Das propriedades Ге cia, exe um natural п al 


que 


que é uma contradição. 


Se a área do segmento parabólico não pode ser maior e tampouco menor que 
År, resulta que tal área é exatamente Í7, Em consequência, a área da região 


limitada pela parábola у =, 0 < x < b, pelo eixo хе pela reta = pe P. 


172. PASCAL E O CÁLCULO DE ÁREAS 


Pela fórmula de Arquimedes para a área de um segmento de parábola, segue, 
como vimos na seção anterior, que a área da região limitada pela curva y = x, 0 < x 
< b, pelo eixo x e pela reta x= ре ^^. Passados quase dois mil anos dessa descoberta 


з 
de Arquimedes, Bonaventura Cavalieri (1598-1647) interessou-se pelo cálculo da 
área da região limitada pela curva y = Y 0 < x < b, pelo eixo x e pela reta x = b, com 


kz 3 e natural. Utilizando o seu método dos indivisíveis, Cavalieri provou, para k de 
n 


3 até 9, a fórmula P" para área de tal região e afirmou que a fórmula era válida 


para todo k. Nesta Seção, utilizando as ideias de Blaise Pascal (1623-1662), vamos 
mostrar como chegar rapidamente e de forma maravilhosa a esta fórmula, e na 
próxima seção veremos como Fermat brincou com esse problema. 

Para se chegar à fórmula, divide-se o intervalo |0, b] em п partes iguais е 


1,2, „n (Fig. 17.5). 


E, portanto, 


Indicando por S, a soma 1* + 2* 3 +... + nf, resulta 


ГЕЛ 


Sm E 


5, 
E isto se faz utilizando a identidade de Pascal, que estabelece uma relação entre as 
somas Sy S, =. S, е que será obtida a seguir (veja p. 266 da referência 
bibliográfica 2 deste capitulo). 

Primeiro, vamos relembrar a fórmula para o desenvolvimento do binômio de 
Newton. Chamamos de binómio de Newton a expressio (A + ВУ. Observamos que, 
no tempo de Pascal, tal expressão não era, ainda, conhecida como binômio de 
Newton; aliás, na época em que Pascal estava pensando nesse assunto, Newton 


Para resolver o problema, basta determinar о limite de 


para n tendendo а +=. 


deveria estar com mais ou menos 12 anos de idade, Temos 


(А + Ву; = A} + 2AB + B°, 
pH ME АДИО 


e, de modo geral, 


«(уызы e (enne (t 


ant 


em que (A o coeficiente binominal de ordem (k p) e ¿dado por 


Observamos que (4) nada mais é do que o número de combinações de k elementos 
tomados p a p. No final da seção, utilizando o princípio de indução finita, que foi 
praticamente estabelecido por Pascal (veja p. 265 da referência bibliográfica 2 deste 
Capítulo), provaremos a fórmula para o desenvolvimento do binômio de Newton. 
Para obter a identidade de Pascal, vamos trocar k por k + 1, fazer B = 1, 


мй A sucessivamente por 1, 2, 3, ү. п e, em seguida, somar membro à 
membro as igualdade obúdas 
a (Fre (е aaa 
7 


(Ееее 


ТТТ 
еее (eto e (Eta (ten 
Somando membro a membro as igualdades acima e observando que (1 + 1 ta 
primeira inha 2, (2 + ТУ (ambos та segunda Nay е 3^ rar linhas 
"(лу ra ракіта linha e° та ima inh podem ser cancelados, 
шы 


ШЕРНІҢГЕ Pe EH Cr) 


que é a identidade obtida por Pascal. 
Da identidade acima segue que, para k 


Шыға um 2 
Parak=2, 
hie (Jat (Bica 


E assim por diante 

Logo, S, é um polinômio de grau 2 na variável п. Observe que S, nada mais é do 
que a soma da progressão aritmética 1, 2, 3, ..., п. Como 5, é do grau 2, pela 
identidade acima, 5, será do grau З na variável п. Fica a seu cargo verificar que S, é 
um polinômio de grau na variável ne, de modo geral, S, é um polinômio de grau 
к + 1 na variável n. Esta observação sobre o grau de 5, será fundamental no cálculo 
3. para n tendendo a infinito, е é ема observação que, para mim, 
torna lindo o método de Pascal. Espero que vocé concorde comigo! Vamos, entà 
ao cálculo do limite mencionado acima. 

Primeiro, vamos dividir os dois membros da identidade de Pascal por nº 
Temos 


do limite de 


ези" (1) (M$) Ss 


At) 2 a + 
en s 
"ја 
De 
segue que 
tm 
Como os graus de S, S, _„..., S, eS, São, respectivamente, k, k = 1, .,3€2,€0 


grau de nf ° ! é k + 1, segue que o limite, para n tendendo para infinito, de 


4.4 


ése. (Você concorda?) Como (+) = + nesta 


nte GET түт 
Conclusão: 
pu ын 
im 50) = tim М 
жЕ ізі 


Observamos que S(n) é uma aproximação por excesso da área da região limitada 
pela curva y = x^, 0 < x < b, pelo eixo x e pela reta x = b. Por outro lado, 


(veja Fig. 176) é uma aproximação por falta da área em questão. Procedendo-se de 
forma análoga, prova-se que 
ын 


(Verifique 
кн M 


Fig. 17.6 


Fica assim estabelecida, pelo método de Pascal, a fórmula para o cálculo da área 


acima mencionada, 

А seguir, utilizando o princípio de indução finita, vamos provar a fórmula para 
о desenvolvimento do binómio de Newton. Antes porém vamos estabelecer tal 
princípio. No que se segue, P(k) indicará uma proposição (que pode ser falsa ou 
verdadeira) associada ao natural k. Por exemplo, 

т>к 
k+1=k 

E 22 

2 


КЕЕ 


sio proposições associadas ao natural К. Qual o menor número possível de 
condições que devemos impor a P(k) para que Р(4) seja verdadeira para todo 
natural k > a (a natural)? Evidentemente, a primeira condição а impor é que Р(Х) 
seja verdadeira para k = а. Suponhamos, além disso, que para todo k > a 


КЫГЫ) 
Sendo então P(a) verdadeira e como 
Pa) = P(a+ 1), 
resulta que P(a + 1) será também verdadeira. 
Pa +1)=P(a+2) 
logo, P(a + 2) também será verdadeira, Prosseguindo com este raciocínio, é 
razoável que se conclua que P(4) seja verdadeira para todo k z a. Quem nos garante 


que isto realmente acontece é о princípio de indução finita, cujo enunciado é o 
seguinte: 


Princípio de indução finita (PIF). Sejam a um número natural dado e P(k) uma 
proposição associada a cada natural К, К > a. Suponhamos que 


O P(K) seja verdadeira para k = a; 
(9 para todo natural kz a 
P(k) = Р(К + D. 


Nestas condições, P(k) será verdadeira para todo natural К > a. 


Para a prova da fórmula do desenvolvimento do binómio de Newton, vamos 
precisar, ainda, da seguinte propriedade dos coeficientes binomiais 


(0:04) 


e cuja verificação deixamos a seu cargo. Vamos então à prova de que para todo 
natural k, k > 2, P(K) é verdadeira em que Р(4) é a proposição 


ara a (rte (Ea өн 


= (534) 


Para k = 2 а fórmula é verdadeira, pois, 


Provemos então que P(k) = РК + 1). Para isto, basta multiplicar os dois membros 
де Р(0) por А + B. Multiplicando o segundo por A e, em seguida, por B e utilizando 


)-() 


а propriedade dos coeficientes binomiais acima (e lembrando que 


resulta 


peer 


| 


O 
cuja soma é exatamente o desenvolvimento do binômio de Newton (А + B) ` ' 
Portanto, para todo k 2 2, Р(Х) = P(k + 1). Fica, assim, provada a fórmula do 
desenvolvimento do binómio de Newton para todo natural К, k > 2. 


173. FERMAT E O CÁLCULO DE ÁREAS 


Vejamos como Pierre de Fermat (1601-1665) obteve a fórmula ¿%! para o 
тті 
x, 0 < x < b, pelo eixo x e pela rea x = b, k 


cálculo da área limitada pela curva 


natural. Fermat procedeu da seguinte forma: considerou um número E, como 0 < E 
< 1, e dividiu o intervalo JO, b] em infinitos subintervalos da forma 


„БЕЗ БЕ. 


|... IbE?, БЕЛ, [bE?, БЕ], [DE, b]. 


Observe que b, DE, DE", DE”... ЂЕ", BE ', ... é uma progressão geométrica de 
razão E e que Е tende a zero para i tendendo a infinito, pois 0 < E < 1. 


Fig. 17.7 
A área do retângulo R, dado por ÞE‘ = x< BE 1,0 < y< (ÞE `)! é 
área R = bE (1 - EPES- = BE EE i = 1,2,3, 


Segue que as áreas dos retângulos R, formam uma progressão geométrica de 
primeiro termo B! (1 — E) e razão F° ` Апе de prosseguir, vamos relembrar as 


fórmulas para as somas dos termos da progressão geométrica finita e infinita de 
razão q e primeiro termo 1: 


ТЕ 


grid 


1-4 


(verifique рог indução finita) e para 0 <4<1 


req ce duc 


1-4 


Fazendo q=E!*!, a soma das áreas dos retângulos Ri é 


PA reee 


He 


resulta 


soma das áreas dos retângulos y, = 


ТРЕТ 


Observamos que a soma das áreas dos retângulos é uma aproximação por excesso 
da área da região em questão e que quanto mais próximo de 1 estiver E melhor será 
a aproximação. Para E tendendo a 1 (em verdade, Fermat simplesmente substituiu E 


por 1 na soma acima), a soma acima tenderá a 2071 Nada mudaria se em vez de 
a a š 
considerarmos aproximação por excesso considerássemos aproximação por falta. 


Você gostou? Se gostou mesmo, verifique que o método de Fermat continua 
válido mesmo quando k é um número racional! Mas se você gostou muito mesmo, 
utilizando a progressão geométrica 1, E, ES, E”, ..., com E > 1, e supondo k natural, 


к= 2, mostre que a área da região limitada pelo gráfico de y = 1, x= 1,pelo eixo x 


e pela reta x = 1 é dada pela fórmula. 
ren 


Bem, por volta de 1670, Sir Isaac Newton (1642-1727) já estava calculando a 


área sob a curva y = ax”, para x de O a x, utilizando a primitiva z= "анн da 


m 
função. O Teorema Fundamental do Cálculo estava nascendo, e o Cálculo 


Diferencial e Integral, nas mãos de Newton, se consolidando. (Veja referência 
bibliográfica 2, abaixo, p. 290) 
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Apéndice 
1 


PROPRIEDADE DO SUPREMO 


MÁXIMO, MÍNIMO, SUPREMO E ÍNFIMO DE UM 
CONJUNTO 


O objetivo desta seção é introduzir os conceitos de que necessitaremos para 
enunciar а propriedade do supremo. Como veremos, é esta propriedade que 
diferencia R de Q; é, ainda, esta propriedade que torna o sistema dos números reais 
uma cópia perfeita da reta. O enunciado de tal propriedade será objeto da próxima 
seção. 

Seja A um conjunto de números reais. O maior elemento de A, quando exist, 
denomina-se máximo de A e indica-se por máx A. O menor elemento de A, quando 
existe, denomina-se mínimo de A e indica-se por mín A. 

Dizemos que um número m é uma cota superior de A se m for máximo de А ош 
se m for estritamente maior que todo número de A. Diremos que m é uma cota 
inferior de A se m for mínimo de A ou se m for estritamente menor que todo 
número de A. 


EXEMPLO 1. Seja А = [1, 2, 3). Temos: 


3) 160 mínimo de A, 1 = mín А; 3 é o máximo de А, 3 = máx A. 


9) 3,19 10530 cos superiores de A 


1 


2 1,0,—sào cotas inferiores de A. ш 


EXEMPLO 2. Seja A = {x € R | 1 < x < 2). Temos: 


з) 1= mín A. 


ps pereza 182 


5) Paratodo t € A, (verifique) 


Assim, para todo t em A, existe um outro número em А que ë estritamente maior 
que t; logo, А não admite máximo. 
=) Todo número m < 1 é uma cota inferior de A. 


3) Todo número m = 2 é uma cota superior de A. ш 


Um conjunto A pode nào admitir máximo; entretanto, poderá admitir uma menor 
cota superior. Por exemplo, o conjunto 


А-ікей(1<х<2) 
nào admite máximo, mas admite uma menor cota superior que 62. 


A menor cota superior de um conjunto A, quando exist, denomina-se supremo de 
A eindica-se por sup A. 

É claro que se А admitir máximo m, então, m será, também, o supremo de A. 
Entretanto, À poderá não admitir máximo, mas admitir supremo; por exemplo, о 
conjunto А acima nào admite máximo, mas admite supremo 2 : 2 = sup A. 

A maior cota inferior de um conjunto A, quando existe, denomina-se infimo de А 
e indica-se por inf A. 

Se A admitir uma cota superior, ento diremos que A ë limitado superiormente. 


Se A admitir uma cota inferior, diremos que A é limitado inferiormente. 


Exercícios АТЛ 


1, Determine, caso existam, o máximo, mínimo, supremo e infimo. 


aJA=(xER|-3Sx<4) 
b)A=(xER|-3<x<4] 
JA=IXER|x<5| 
djA-Ix€R|x22) 


ЗЕ «o! 
{Сузу 


DA=(xER||3-1/>1) 
9)A=(-3,-1,0,2,1) 


» [ Іле 
[sert 


2, Assinale os conjuntos do Exercício 1 que são limitados superiormente. 


[yr ER fé limitado superiormente? Por qué? 


А12. PROPRIEDADE DO SUPREMO 


Admitiremos a seguinte importante propriedade dos números reais, 


Propriedade do supremo. Todo conjunto de números reais, não vazio е 
limitado superiormente, admite supremo. 


Pelo fato de E. satisfazer a propriedade do supremo, diremos que R é um corpo 
ordenado completo. Os teoremas centrais do cálculo dependem desta propriedade de 
R. 
Uma consequéncia importante da propriedade do supremo é a propriedade de 
Arquimedes. 


Propriedade de Arquimedes. Se x > 0 e y sio dois reais quaisquer, então existe 
pelo menos um número natural n tal que 


moy. 


Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que para todo natural n, nx < y; consideremos então o 
conjunto 


A=(nx|n ЕН). 

А é não vazio (1 « x = x € A) e limitado superiormente por y, logo admite 
supremo. Seja s o supremo de А. Como x > 0, s = x < s; assim s - x não é cota 
superior de À (por quê?); logo existe um natural m tal que 


e dai 
s<(m+1)x 
que é uma contradição, pois s é o supremo de Ае (m + 1) x € A. Deste modo, supor 


mx < y para todo natural n leva-nos а uma contradição, logo, nx > y para algum 
пашайп. т 


O próximo exemplo exibe-nos duas consequéncias importantes da propriedade 
де Arquimedes, 


EXEMPLO 
2) Para todo x> 0, existe pelo menos um natural n tal que + < x 
5) Para todo real x existe pelo menos um natural n tal que n > x. 


Solução 


3) Como x > 0, por Arquimedes, existe um natural п tal que nx > 1 e, portanto, 


Lo y (Observe: n > 1 = n 0). 


5) Como 1> 0, por Arquimedes, existe um natural ntal quen >х. т 


A propriedade que apresentaremos na próxima seção é uma outra consequência 
importante da propriedade do supremo e será utilizada várias vezes no texto. 


Exercício Al. 


Prove que se A for não vazia e limitado inferiormente, então A admite ínfimo. 


A13. DEMONSTRAÇÃO DA PROPRIEDADE DOS INTERVALOS 
ENCAIXANTES 

Seja Га, 

satisfazendo as condições: 


b, La, b, J, Das b,1, „Га, b, 1, ... uma sequência de intervalos 


(Lap 512 La; b, 1D Lay b; 12 ... 2 La, b,]>.... (ou seja, cada intervalo 
da sequéncia contém o seguinte); 


(ii) para tado r > 0, existe um natural n tal que 
ьа, 


(ou seja, à medida que n cresce, o comprimento do intervalo [ a 
tendendo a zero). 


b, Ivai 


Nestas condições, existe um único real а que pertence a todos os intervalos da 
sequência, isto é, existe um único real a tal que, para todo natural n, a, < a < b. 


A 3 4 
Demanstação 


A= (a, a, 0, .-., а, ...} É não vazio e limitado superiormente, pois todo b, é 
cota superior de A. Assim, A admite supremo; seja а tal supremo. Como а é a 
menor cota superior de À, para todo natural n temos 


asas, 
Se B for outro real tal que, para todo n, 
a,<B<b, 
teremos, para todo n, 
la-Blsb,-a, 


Tendo em vista a propriedade (ii), para todo r > 0, 


1а-В|<г. 
Logo, a = В (рог quê?). т 


A14. LIMITE DE FUNCÁO CRESCENTE (OU DECRESCENTE) 


Sejam f uma função e A um subconjunto do domínio de f. Dizemos que f é 
limitada superiormente em А se existir um número real M tal que, para todo x € A, f 
(95M. 

Por outro lado, dizemos que f é limitada inferiormente em A se existir um 
número real m tal que, para todo x € А, f (x) 2 m. 


Teorema Seja fuma função definida e crescente em Ја, b[. 
a) Se f for limitada superiormente em ] а, Ы, então 


іш f(a) = L L finito, 


comL=sup { Г0д|хЄ 1a, bL). 
b) Se f no for limitada superiormente em | a, b [, então 


lim f)=+= 


Demonstração 
a) O conjunto ( f (x) |x € ] a, b [ ) é não vazio e limitado superiormente, logo, 
admite um supremo L. Dado, então € > 0, existe um x, € ] a, b [, tal que, L — € < f 
(x) < L. Daí, para todo x em ] x, b [, tem-se 
L-ecf()sf()sLeLee 
ou seja, 
L-e<f@)<L+e 


Logo, 


b) Como f não ë limitada superiormente, para todo М > 0 dado, existe x, € Ja, b 
L tal que f (x,) > M. Pelo fato de f ser crescente, tem-se, para todo x € ] x, bl, 


год>м 
ou seja, 


іш feme . 


а para o leitor enunciar e provar teorema análogo para o caso de f ser 
decrescente em Ja, b L. 

Conforme as palavras seguintes de Richard Dedekind (1813-1916) em seu livro 
Essays on the theory of numbers, a razão que o levou à definição de número real 
(veja Apêndice 6) foi exatamente o teorema anterior. 

“Minha atenção voltou-se primeiramente para as considerações que constituem o 
assunto deste folheto no outono de 1858. Como professor na Escola Politécnica em 
Zurique, vime pela primeira vez obrigado a dar aulas sabre os elementos do 
cálculo diferencial e senti mais agudamente do que nunca a falta de um fundamento 
realmente científico para a aritmética. Ao discutir a noção de limite e especialmente 
ao provar o teorema segundo o qual toda magnitude que cresce continuamente, mas 
não além de todos os limites, deve certamente se aproximar de um valor finito, tive 
que recorrer a evidências geométricas. Mesmo agora, esse recurso à intuição 
geométrica numa primeira apresentação do cálculo diferencial, eu o vejo como 
extremamente útil, do ponto de vista didático, e até mesmo indispensável se não se 
quer perder muito tempo. Mas ninguém pode negar que essa forma de introdução 
ao cálculo diferencial não pode se pretender científica. Para mim, esse sentimento 
de insatisfação foi tão esmagador que mantive a firme intenção de continuar 
refletindo sobre a questão até encontrar um fundamento puramente aritmético e 
perfeitamente rigoroso para os princípios da análise infinitesimal.” (Dover 
Publications, Inc, Nova York) 


Apéndice 
2 


DEMONSTRAÇÕES DOS TEOREMAS DO CAP. 5 


A2.1. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DO ANULAMENTO 


Teorema (do anulamento). Se f for continua em | а, b ] e se f (a) e f (b) 
tiverem sinais contrários, então existirá pelo menos um c em [ a, b | tal que f (c) 
=0. 


Demonstração 


Para fixar o raciocínio, suponhamos f (a) < 0 e f (b) > 0. Façamos a = a, e b = by; 
seja c о ponto médio do segmento [ a, b, ]. Temos 


fico) < 0 ouf (e) = EA 


Suponhamos f (с) < 0 е façamos c, = a, e by = by Temos f (a) < 0 е f (bi) > 0. 
Seja c, o ponto médio do segmento [ a,, b, ]. Temos 


о A 
Fie) < 0cu fj) 20. а) 
а dh) 


Suponhamos f (cj) > 0 e façamos a, = a, e c, = b, Assim, /(а) < 0 е f (b) > 0. 
Prosseguindo com este raciocínio, construiremos uma sequência de intervalos 


[,b,1>10,b,1>[0,b,13+>:>[0,b,13 


que satisfaz as condições da propriedade dos intervalos encaixantes e tal que, para 


todo n, 
Ф ла <0ef0)=0. 
Seja c o único real tal que, para todo n, 
а=, 


As sequéncias de termos gerais a, e b, convergem рага c (verifique). Segue, 
então, da continuidade de f, que 


[o] lim /(а,)- Неде lim 
nte nata 


fib) = Не) 
Segue de © e de 2 que 


fle)<0ef(e)20 


e, portanto, f (c) = 


A22. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DO VALOR 
INTERMEDIÁRIO 


Teorema (do valor intermediário). Se for continua no intervalo fechado [а, b 
Те se y for um real compreendido entre f (a) е f (B), então existirá pelo menos 
um cem [a,b] l que f (c) =y. 


Demonstração 
Para fixar o raciocínio, suponhamos f (a) < y < f (b). Consideremos a função 
209-/0)-үхет|а,81. 
Como f é contínua em [ а, b], g também o é; temos, ainda 
а(а)=[(а) -y«0eg(b) = [(5) -y» 0. 


Pelo teorema do anulamento, existe c em |а, b ] tal que g (c) = 0, ou seja, f (с) = 
pu 


A23. TEOREMA DA LIMITACÀO 


Para a demonstração do teorema de Weierstrass, necesitaremos do teorema da 
limitação, cujos enunciado e demonstração serão objeto desta seção 
Dizemos que fé limitada em A € D, se existir M > O tal que, para todo xem A. 
fo) |< M. 


Da definição acima, segue que, se f não for limitada em B C D, para todo natural 
n, existe x, € B, com | f (x) |> n. 


Teorema (da limitação). Se f for contínua no intervalo fechado [а, b], então f 
será limitada em [a, b]. 


Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que f não seja limitada em Га, B]. Façamos a = a, e b 
= by exist, então, x, em [a, b, ] tal que | (x) | > 1. Seja с, o ponto médio de lay 
b]; f nào será limitada em um dos intervalos La, с, | ou [ c, b, |; suponhamos que 
não seja limitada em e, b, ] е façamos a, = c, e b, = b. Não sendo f limitada em (a, 
b J, existirá x, € la, B, ] tal que | f (x) | > 2. Prosseguindo com este raciocínio, 


construiremos uma sequência de intervalos 


СЕЛБІСИЛБІИЛБИЕТГІЛЕ) 


satisfazendo as condições da propriedade dos intervalos encaixantes e tal que, para 
todo natural n >O, existe x, € Га, b, ] com 


Ф DE 


Segue de © que lim 1/05) 
todo n>0, 


>. Seja, agora, c o único real tal que, para 


cela bl 
Como a sequência x, converge para e (verifique) e [é contínua em c, resulta que 
Jim I/O)! =1/ (С)! que está em contradição com , lim (fix) lo += Fica 


provado que a suposição de f nào ser limitada em [ a, b | nos leva a uma 
contradição. Portanto, fé limitada em [а,Ь]. ш 


A24. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DE WEIERSTRASS 


Teorema (de Weierstrass). Se f for continua em [а, |, então existirão x, е 
em Го, b ] tais que f (x,) < f (x) < f(x) para todo x em [ a, b] 


Demonstração 
Sendo f contínua em [a, b ], f será limitada em [ a, b] daí o conjunto 
A=(fe)|xe[a,b]) 
admitirá supremo e infimo. Sejam 


M=sup ([@) |x € la b 1} 


mint { f(x) |x € La bI). 


Assim, para todo x em [ a, b], m < f(x) < М. 
Provaremos, a seguir, que M = f (x) para algum x, em [ а, b бе tivéssemos f 
00 < M para todo x em [ a, b], a função 


а= x € [а B] (veja observação abaixo) 


M-F 


seria contínua em [ a, b ], mas nào limitada em [ a, b ], que é uma contradição (se g 
fosse limitada em [ a, b], então existiria um B > O tal que para todo x em |а, b ] 
1 
M- jo 


о< 


< 


e, portanto, para todo x em [а,Ь], 


1 
у<м- 
Јо) A 


e assim M nào seria supremo de А). 

Segue que ГО) < M para todo x em [ a, | não pode ocorrer, logo devemos ter 
M = [(x) para algum x, em [a, b]. Com raciocínio análogo, prova-se que f (x) = т 
para algum x, em [a,b]. w 


Observação. A ideia que nos levou a construir tal função g foi a seguinte: sendo M 
о supremo dos f (x), рог menor que seja r > 0, existirá x tal que M = r < f (x) < М; 
assim, a diferença M - f (x) poderá se tornar tão pequena quanto se queira e, 
portanto, g (x) poderá se tornar tão grande quanto se queira. 
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DEMONSTRAÇÕES DO TEOREMA DA SEÇÃO 6.1 E 
DA PROPRIEDADE (7) DA ЗЕСАО 2.2 


A3.1. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DA SEÇÃO 6.1 


Lema 1. Seja a > 1 um real dado, Entào para todo е > 0, existe um natural n tal 
que 


Demonstração 
Pelo binômio de Newton (veja Seção 172), para todo natural п> 1 


(езі 


Tomando-se n tal que + e» а (bas que n 
Озава 
ї+є>а" 

i 

22 


Lema 2. Sejam а > 1 e x dois reais dados. Então, para todo € > 0, existem 
racionais ге s, com r < x < s, tais que 


Demonstração 


Inicialmente, tomemos um t > x, t racional; assim, para todo racional r < x, а < 
a, pois, estamos supondo a > 1, Temos 


æ (a~ -1). 


Pelo lema 1, existe um natural n tal que 


anica e 


fidis 


e ық табын ——— e 


Lema 3. Seja a > 1 um real dado. Entào, para todo x real dado, existe um único 
real y tal que 


т<ү<т 


quaisquer que sejam os racionais r e s, com r < x < s. 


Demonstração 


Primeiro vamos provar que existe tal y. O conjunto (af | r racional, г < x) é não 
vazio e limitado superiormente por todo d°, s racional e s > x; tal conjunto admite, 
entáo, supremo que indicaremos por y. Segue que 
asysa 
para todo racional г < x e todo racional s > x. 
Fica a seu cargo verificar que em realidade temos 
ауа 


quaisquer que sejam os racionais re s, com r < x < s. 
Vamos, agora, provar que tal y é único. Se y, for tal que a' < y, < a*, quaisquer 
que sejam os racionais r e s, com r < x < s, teremos 


Iy-nise-a 


para todo racional r < x e todo racional s > x. Segue, então, do lema 2 que 


їу=њ1 


para todo e» logoy-y, ж 

Com relação ao lema anterior, observe que, se х for racional, então y = а. O 
único y (а que se refere o lema anterior) será indicado por f (x). Fica construída, 
assim, uma função f, definida em R, e tal que f (r) = d para todo racional r. Antes de 
provar a continuidade de f, provaremos que f é estritamente crescente. De fato, se x, 
< x, (x, ex, reais quaisquer), teremos 


аго) аў e a < лоз) е 


quaisquer que sejam os racionais 1, s, r, e s, tais que r, < x, < s, € r, < x, < Sy 
Sendo s um racional, x, < s < x, teremos 


Го) а < f(x) 


о que prova que f é estritamente crescente. 
Vamos provar, agora, a continuidade de f. Seja p um real qualquer. Pelo lema 2, 
dado e > 0, existem racionais r e s, com r < p < s, tais que 


d-a<e 


Para todo x € Jr, sl, teremos 
IFW -fsa e 


о que prova a continuidade de f em p. Como p foi tomado de modo arbitrário, segue 


que f é continua em R. Se 0 < a < 1, a função f(x) = (1) é contínua em R e 


coincide com a' nos racionais. Completamos, assim, a demonstração do teorema da 
Seção 61 

Vamos provar, agora, a propriedade (1) da Seção 61. Sejam г, e s, duas 
sequências de números racionais que convergem, respectivamente, para x e y segue 


que r, + s, converge para x + y. Da continuidade da função f (x) = a', segue 
lim а%-аб e Бш av =a 
dai 
аза = іш азаз- lim ght% ате 
лоза позе 


(Observe que af а = añ 5s pois r, е s, sio racionais.) 
As demonstrações das demais propriedades ficam a seu cargo. 


A32. DEMONSTRAÇÃO DA PROPRIEDADE (7) DA SEÇÃO 2.2 


Teorema. Existe a > 0 tal que cos a = 0. 


Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que não exista um tal número а. Como cos 0 = 1e 
cos x é uma função contínua, segue do teorema do valor intermediária que cos x > 0 
para todo x > 0; como sen' = cos, teríamos que a função sen x seria estritamente 
crescente em |0, “д e como sen 0 = 0, teríamos sen x > 0 em 10, “сі. De cos 
sen, seguiria, então, que соз x seria estritamente decrescente em [0, “> Como cos 
x2 бе sen x < Lem |0, “д, existiriam, então, reais а e B, com a € |0, 1] e B € [0, 
XL tais que 


lim шта e lim cosz= 8. 


Teríamos, também, 


lim за 2 e dim cos2r- f. 


Como sen 2x = 2 sen x cos x e cos 2x = 2 cos'x - 1, passando ao limite, para x ~ 
+w, resulta 


que admite como única solução o par (a, В) em que a = 0 e = 1, que contradiz a 
condição a € 10, 1] e B € [0, 11. Tal contradição é consequência de termos admitido 
a não existência de um а > 0, com cos a = 0. Fica provado assim que existe а > O 
comcasa=0, ш 


Propriedade (7). Existe um menor número a > 0 tal que cos a = 0. 


Demonstração 


O conjunto А = (x > 0 | cos x = 0) é não vazio e limitado inferiormente; logo, 
admite infimo a. Provemos que a € A. Se cos a # 0, pela conservação do sinal, 
existe г > 0 tal que cos x % 0 para a < x < a + r, que contradiz o fato de a ser о 
infimo de A. Segue que а é o mínimo de A, ou seja, a é o menor real > 0 tal que cos 
2-0. в 
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FUNÇÕES INTEGRÁVEIS SEGUNDO RIEMANN 


A4.1. UMA CONDIÇÃO NECESSÁRIA PARA 
INTEGRABILIDADE 


Vamos provar que uma condição necessária, mas não suficiente, para f ser 
integrável, segundo Riemann, em [а, b] é que f seja limitada em [а, b]. Lembramos 
que dizer que f é limitada em [a, b] significa que existe М > 0 tal que, para todo x em 
la, bl, f 0) | £M. 


Teorema. Se f for integrável, segundo Riemann, em [a, b], então f será 
limitada em (а, bl. 


Demonstração 


Como fé integrável em |а, b], tomando-se є = 1 existe uma partição P de (а, b] 
tal que 


fondo 


[£r 
qualquer que seja a escolha de c, em [x, x], i = 1,2, 


Sejam x, ., e x, dois 
пада em [x -n xj] 


senay +| E roas- 


7) 
Segue que (lembre: |X + Y| >| X|-| YD 


As - 1E FAS 
Vieni 1 E 160 As - e 


0] Hi) AIL E Fio) Ax 7 L 


Fixemos c, i * j, em [x, , X]; como ® se verifica para todo c, em [x, y X], 
resulta que fé limitada em [v _,, x], = 1, 2, ..., п; logo f é limitada em la, b]. w 


EXEMPLO 1 (de função limitada e nào integrável). A função 


1 леа 
ШИ < eQ 


nào ë integrável em [0, 1] 
Solução 


Para toda partição P de [0, 1] 


fi 1 sec; for racional (= 1,2,0) 
fen hs да шешшш (712 720) 
logo lim _ Y f(c) Ax, nào existe (por qué?) e, portanto, f não é imegrável em 


тает 
өш 


EXEMPLO 2. A função 


ју =т=о 


fe ocn 


não é imegrável, segundo Riemann, em [0, 1], pois, f não é limitada neste 
intervalo, w 


A42. SOMAS SUPERIOR E INFERIOR DE FUNCÁO CONTÍNUA 


Sejam fuma função contínua em [a, b] е Р:а = x, «X, «X, 5. «x, 
x, = b uma partição de [a,b]. Como f é continua, f assume em [x,., x] ( 
n) valor máximo M, e valor mínimo m, As somas 


denominam-se, respectivamente, soma superior e soma inferior de f, relativa à 
partição P. 
Como m < M, segue que, para toda partição P de [а, B|, 


o ШЕРИ: 
Sejam Ре Р duas partições def, b]; dizemos que Р é um refinamento de P se P 


> P. O próximo teorema conta-nos que quando se refina uma partição, a soma 
superior decresce e a inferior cresce, 


Teorema. Seja f contínua em [а, b] e sejam P e P' duas partições quaisquer 
delo, b], com P C Р", Então, 


a) SQ. Py SC. P. b) 5 (f. P) > SQ. Р). 


Demonstração 


a) Suponhamos que P' tenha um ponto a mais que P, isto é, P' = P U Ti, сот 


Ралука аса Я ауду 
Sejam m, e m , os valores mínimos de f em [y-1. fil e [W x] 
respectivamente, Observe que 
Ф ay mj елу т, 


em que m é o valor 
Temos 


imo de fem lx, x] 


LE 


may ту m ssa) * mj a, = 5) 
Segue de O 
[XE )* тру = Xi mj у) mo T) 
ou seja, 
mj -y+ mp (= Я) mr 
Portanto, 


S (f. Py < $ (f. Р). (шора geometricamente.) 


Deixamos para o aluno demonstrar, por indução finita, que se P" tem n pontos а 
mais que P, então 


Su. Pre S(f. P) 


b) Fica a cargo do aluno. т 


Corolário. Quaisquer que sejam as partições P, e P, de [ a, b |, 
SU. Р) S Lf. Рз). (sto é, toda soma inferior é menor ou igual a toda soma 
Superior) 


Demonstração 
Seja P = P, U Р. assim P é um refinamento de Р, bem como de Р, Por © 


sg.nes 


nb 
арзан 
SU. Aye su. Py e SUP EEU. Pa) 


Assim, 


SQ. Pi) € SU. P) S SU. Р) SU. P). 


pr 
SU. Poe SU. P) . 


Seja f contínua em [a, b]. Pelo corolário acima, toda soma inferior S (f, P) é 
cota inferior do conjunto 


ЕГІ 


Segue que tal conjunto admite ínfimo. Seja L o ínfimo de A. Como toda soma 
inferior é cota inferior de A resulta, para toda partição P de [a, b], 


Ф SUf.P)= L= S(f. Р). 
Por outro lado, para toda partição P de [а, b] e qualquer que seja a escolha de c, 


em lx xh. 


o журу E penas Su Р) 


De® e @ resulta 


® LX fay- LISSU, P)- SQ. P) 
= 


para toda partição P de Ја, b] e qualquer que seja a escolha de с, em [x _ ,, x]. 
Provaremos, na próxima seção que, se f for contínua em [a, b], dado € > 0, 
existirá ó > O tal que 


SU. P-S (f. P) <e 


para toda partição P de Ја, b], com máx Ax < б. 
Seguirá, então, de ® que toda função contínua em |а, b] é integrável em |а, b). 


A43. INTEGRABILIDADE DAS FUNÇÕES CONTÍNUAS 


Antes de passarmos à demonstração do próximo lema, observamos que, se f for 
contínua em p, dado € > 0, existirá 8 > 0 tal que, para todo s e t no domínio de f, 


SS 
De fato, sendo f contínua em p, dado e > 0 existirá 8 > 0 ші que, para todo x € D, 


[0] IS 


ТА) = РОТЕ) = ГО) + Г) = ГОО |1705) = ГОР) 1+ 10Р) 7091 


segue que quaisquer que sejam s, t € D, 


stElp-Sprol=|f(s)-f(D|<e 


Lema. Seja f continua em (a, b]. Então, dado €> 0, existe uma partição 
Pia = X < x, < x, € ... < x, = b de la, b] tal que 


Mm <e(i=1,2,....n) 


ет que M, e m, são, respectivamente, os valores máximos e mínimos de fem [x, 


Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que, para um dado е > 0, não exista partição P de |а, 
b] para a qual se tenha M, — m, < € рага i = 1,2, ..., п. Façamos, então, 13 


seja с, o ponto médio de [a,b]; segue que [a, с.) ou |с, bj] nào admitirá partição 
que satisfaga a condição М, = m, < e em todo subintervalo da partição. Seja [a, b,] 
aquele dos dois intervalos acima que não admite partição satisfazendo a condição 
citada. Seja с, o ponto médio de [а, bj (о, с; ou [с b,] não admitirá partição 
satisfazendo a condição citada; seja [а, b,] aquele dos dois intervalos acima que 


não admite tal partição. Prosseguindo com este raciocínio, construiremos uma 
sequência de intervalos 


fa, b] D las b. ...Ə la, b] > 


satisfazendo a propriedade dos intervalos encaixantes e tal que para todo natural k > 
1, la, b] não admitirá partição satisfazendo a condição M, - m, < € em todo 
subintervalo de tal partição. Seja p o único real de |а, b] tal que para todo k > 1, p € 
a, b]. Сото f é contínua em p, para o € > 0 acima existe ó > O tal que quaisquer 
que sejam s, tem [a, b] 


st€lp-&p*üIf()-f()ise 
Por outro lado, existe k tal que 
lab] C ]p-ó,p + 8 
е, assim, para toda partição de [a, bj] teríamos 
M-m<e 


em todo subintervalo de tal partição, que é uma contradição. Fica provado, deste 
modo, que, para todo € > 0, existe uma partição P de |а, b] tal que 


м-т 


em todo subintervalo [x, ,, х] determinado рог tal partição. ш 


Teorema. Se f for continua em |а, b], dado € > 0, existirá 8 > 0, tal que 
quaisquer que sejam s, t € [a, b] 


18-4|<6-|/5)-Г(01<е 


Demonstração 


Pelo lema, dado e > 0, existe uma partição Р de [a, b] tal que 


u= <s 
=n todo sbimenvalo P x] determinado pela ріңіз Seja 8 о menor dos 
numas An, AK, „Акш qaa A + 

Seam s e t doi resis qualsquer em lo, bJ, com | = 1 < & Dots casos podem 


ocorrer: s e t pertencem a um mesmo intervalo [x, _ ,, x] ou s ou t pertencem, 
respectivamente, a intervalos consecutivos [x x] e Iv, x. 1. No 1º caso teremos 
в) 01 Š < «No 2° caso, teremos 


ла) - foy s fe) лар eG 01 < 


а provado, assim, que quaisquer que sejam s e t em [a, b] 


Is-t|<6=1fG)-f0)l<e w 


Teorema. (Integrabilidade das funções continuas). Se [ for continua em |а, 
b], então f será integrável em [a, b] 


Demonstração 


Segue do teorema anterior que, para todo € > 0, existe 5 > 0, ші que quaisquer 
que sejam s, tem a, b] 


-НП<ӛ-1/ө-/ті< 


Assim, para toda partição P de [a, b], com máx Ax, < 5, teremos 


E (Mim) Ax < X 


i Lm 


ШАУ. а=. 


e, portanto, 


X repas - Lis Sg. MSG. Ре 
(Veja © de A42) 
ou seja, f é imegrável em |а, b], com integral І f (x) dx = L, em ше L é o ínfimo 


das somas superiores de fem la, b]. w Y 


A44. INTEGRABILIDADE DE FUNÇÃO LIMITADA COM 
NÜMERO FINITO DE DESCONTINUIDADES 


Lema, Se F for crescente em [a, b[ e se existir M tal que, para todo x em [a, b, f 
(5) < M, então existirá um real L al que 


lim Fé 


m 


Demonstração 


O conjunto (f (x) | x € la, b [} é não vazio e limitado superiormente por M, logo 
admite supremo L. Dado €> 0, existe x, em |а, М tal que 


L-ecF(x)sL 
e, portanto, pelo fato de F ser crescente 


xexebeL-ecf()sL 


logo, lim Fir 


Teorema. Se [ for limitada em [a, b] e contínua em [а, b|, então f será 
integrável em [а, b]. 


Demonstração 
Vamos supor, inicialmente, f(x) = 0 em [a,b]. Como /6 continua em [a, М, para 
todo tem [a, b|, [ y (5) ds existe. Seja 


Po- [rotat 


Como f(x) > O em [a, b] e limitada neste intervalo, resulta que F é crescente е 
limitada em |а, bl; pelo lema, existe L tal que 


° tim [roe 


de: 


Vamos provar que f é imegrávl em о, bI e que (rye Como f é 


limitada, existe М > 0 tal que para todo x em [a, b], O < f (X) < M. Tendo em vista O, 
dado e > 0, existe b, a < b, < b, tal que 


É LL 


* 


Podemos escolher b, de modo que M (b b) < S Por our lado, existe > 0 


(que pode er tomado de modo 2M8 < Š Jl que, para toda portio Р, de lo bl, 


com máx Ax, < 6, 


први дов 


n * 


Temos, também, para toda partição P, de [b,, b], 


IE (ући <= (porque? 
у взу (por que) 


Seja, agora, uma partição P qualquer de la, b], com máx Ax < ó, e suponhamos 
que Ely „х1 


temos 


" ' А 
VE ерау 1ГЕ ера +repaye Ë fepan-ilo 
у E iu 


"ерау eft sh sa fra rods 


Y Sic) Ax HS CC) бу b) + (0) Ax = fée) а = x 


* у= 


Ше 


-flep ву el 


E fie) ћу + flebi- 


D- roa + 


ҰСТАНЫ fic) Aw + Fic Sy = ву] Mie s = 
| i 


ie 


sept ple fette 
EIA 


-9- 


Hey h- 


Portanto, fé integrável em [a, b] e 
" 
[roc-ü 


Deste modo, o teorema fica provado no caso f (x) > O em [a,b]. Se f não verifica 
esta condição, pelo fato de f ser limitada em [a, b], existirá a > 0 tal que f (x) * a = 0 
em [a, b]. Pelo que vimos acima, f (x) + а será então integrável em [а, b]. Para todo 
xem [a, b] 

ft) = Ife) «al-a 
logo, fé integrável em |а, b], por ser soma de duas integráveis em [a, b]. ш 


Observação. Do mesmo modo, prova-se que, se f for limitada em |а, b] e continua 
em Ја, b], então f será integrável em la, bl. 


Deixamos a seu cargo a demonstração da propriedade: se for integrável em fa, 
c] e em [c, b], então [será integrável em (а, b] e 


[ria [rua rends 


Como consequência do teorema anterior e da propriedade acima, vem o seguinte 
coralário, cuja demonstração é deixada para o leitor. 


Corolário. Se f for limitada em |а, b] e descontínua em apenas um número 
finito de pontos, então f será integrável em [а, b] 


A45. INTEGRABILIDADE DAS FUNÇÕES CRESCENTES OU 
DECRESCENTES 
Se f for crescente em [a, |, f assumirá em [а, b] valor máximo f (b) e valor 
mínimo f (а), Seja P uma partição qualquer de |а, B]; podemos, então, considerar as 


somas superior e inferior de f relativa à partição P: 


50.9- X fonan 


зе X ricos 


As propriedades demonstradas no caso de f se contínuas permanecem válidas no 
caso de Í ser crescente. Temos 


Fis gps Š LEGO f Gi) máx Ax (verifique) 


e, portanto, 
SC. Р) 507. P) ELF Un — f (a)l máx Ar, 
Se f (b) = f (a), f será constante, logo integrável. Podemos supor, então, f (b) > Г 
(a). Então, dado є > 0 е tomando-se $ = E-——. para toda partição P de [а 
b], com máx Ақ <6, 


Su P-S, Р)<е 


e, portanto, 


E fian- LST mo sq mee 


em que L é o ínfimo das somas superior. 


(f. P) Fica provado assim o 


Teorema, Se f for crescente em la, b], então f será integrável em [a, b] 


Observação. Se f for decrescente em la, b], então — f será crescente e, portanto, 
integrável; como [== (7f), segue que f será, também, integrável em (а, b]. 


O próximo exemplo nos mostra uma função integrável cujo conjunto dos pontos 
de descontinuidade é infinito. 


EXEMPLO. Seja [:[0, 1] ~ R dada por 


п n ла 
jane oe пара Mem 


(лаје а оа 


Como f 6 crescente, resulta que f é integrável em |0, 1]. Observe que f é 
descontínua em todos os pontos do conjunto infinito 


[мете . 


TT 
A4.6. CRITÉRIO DE INTEGRABILIDADE DE LEBESGUE 


Henri Lebesgue (1875-1941) estabeleceu um critério de integrabilidade que nos 
permite reconhecer se uma função f é ou nào integrável em [a, b], olhando apenas 
para o conjunto dos pontos de [a, b] em que f é descontinua. Para estabelecer tal 
critério, precisamos primeiro definir conjunto de medida nula. 

Seja A um subconjunto de R e seja 1, L, .., I, .. uma sequência de intervalos; 
dizemos que tal sequência cobre А se 


ACH UR UV. шуо. 


isto é, se А estiver contido na reunião de tais intervalos. 


muwio а зы a-[leme a emma da por 


[r= 12 -s cobre A, pois 
ACLULULU 


No que segue, m (1) indicará a amplitude do intervalo I; assim, se 1 = [0, 21, então 
т()- 


ділер 
ro 


X mu)<e . 
sei 
müj- lim Y muy. 
кз». 


Antes de passarmos aos exemplos, lembramos que, se O < q < 1, ento 


ad 


(verifique) 


4 


Se tomarmos 0 < < E (e > 0 teremos 


+e 


AAA 


ЕЈ 
€ 


Solução 


Dado €> 0, tomemos q al que 0 < q < 7 


Consideremos a sequéncia de intervalos 


Tal sequência cobre A e, como m (1) = q^, resulta 


Y порта +++. 
' 


portanto, A tem medida nula. 
Seja A C R; dizemos que A é enumerável se existir uma sequência a, a; ..., O, 
tal que 


А={а,|пєн*}. = 
EXEMPLO 3. é enumerável, pois, 
N=fa,|nEN*) 


La 


em que a, 
EXEMPLO 4. O conjunto A dos racionais estritamente positivos é enumerável 


Solução 


em que a 


EXEMPLO 5. O intervalo |0, 1] não é enumerável. 
Solução 


Suponhamos, por absurdo, que fosse enumerável; existiria, então, uma sequência 
ay a... tal que 


19,1 


a, |n € NJ. 
Seja, agora, с, € 10, 1, com c, # ау; a, não pode pertencer а 


o 10. eyle Ler, 0 


Seja lr В. o intervalo em © que não contém a, 
Seja, agora, c, € 10, fil, com с, * a; a, não pode pertencer а 


Ф lay. ele le» Ву. 


Seja [а„ В. o intervalo em (2 que não contém а, 
Prosseguindo com este raciocínio, construiremos uma sequência de intervalos 


Ta, BD la, 8.12 -+ la, BJ 


tal que, para todo natural n2 1, 


2, € ln, B 
Por outro lado, existe pelo menos um real p € [0,1] tal que 
реа, B] 
para todo n = 1. Segue que 
pra, 


para todo n > 1, que é uma contradição. ш 
EXEMPLO 6. Todo conjunto A enumerável tem medida nula, 
Solução 


Dado є> 0, consideremos a sequência 


ФА = (a, In € Nº) Tal sequência cobre A e 


сопоб « q « É 
Em 


mü)=q+@Ë СР РА . 


EXEMPLO 7. Prove que А = (1, 2, 3) tem medida nula. 


Solução 


A= (a, |n € Nº), em que a, = 1, a, 
enumerável e, portanto, tem medida nula. ж 


3 para n = 3; logo Aé 


EXEMPLO 8. Seja A С R; se A for finito, então A terá medida nula. 


Solução 


Suponhamos que A tem p elementos; batizando os elementos de А por х, X, «+-+ 
Xp resulta A= (Xy ха. X.) = (а, |n € Nº) em que a, = а, 
x, para n > p. Assim, A é enumerável; logo, tem medida mula. ш 

Vamos, agora, enunciar, sem demonstração (para a demonstração, veja Elon 
Lages Lima, Curso de Análise — Volume 1), o seguinte 


Critério de Lebesgue 


Seja f limitada em [a, b] e seja А o conjunto dos pontos de |а, b] em que f é 
descontínua: А = [x € [a,b] | | é descontínua em x). Então, 


f'integrável em [a, b] = A tem medida пша. 


Exercícios 


1, Prove que se A estiver contido em B e se B tiver medida nula, então A terá, 
também, medida nula, 


2. Prove que о conjunto vazio tem medida nula. 


3. Prove que se A e B tiverem medida nula, entio A U B também terá medida 
mula 
-fi wrea 
ШЕКЕ 
Utilizando o critério de Lebesgue, conclua que |0, 1] não tem medida nula. 


Já foi visto que a função [in não 6 integrável em |0, 1]. 


5. Utilizando o critério de Lebesgue, prove que se f for integrável em [a, b], 
então f será contínua em pelo menos um ponto p € [a, b]. 


6. Suponha f integrável em [а, b] e f (x) > O em |а, B]. Prove que D f iode» 0, 
7. Utilizando o critério de Lebesgue, prove que se f for integrável em [а, b], 
então | f| e f também serão. 


8. SejaAo conjunto dos números irracionals pertencentes ao intervalo |0, 1]. 
Prove que A náo tem medida nula. 


9. Dê exemplo de um conjunto não enumerável que tenha medida пша. 
(Pesquise!) 


10. Utilizando о critério de Lebesgue, decida se a função dada é ou nào 
integrável 


20100 
өзге 


аот Ped por rio | 


Apéndice 
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DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DA SEÇÃO 13.4 


Seja a equação 


di 
S Leno) 
dr 


em que g e h' são supostas continuas nos intervalos abertos I, e 1, respectivamente. 
Consideremos os números reais t, e x, com t, € l, ex, EL, 
Tomemos r, > 0 e r, > O tais que 


[reta fi] C he Da xy tr] CL 


Da continuidade de g e ir, segue que existem а > 0 e B > O tais que 


[0] [Н em [ip "to + гү] 
Ф IOLE Вашу — yta rol 


Обонун, soda; qu, quidque que teja Ue vem li ro А, 
® ЕЕГ 
De fato, pelo TVM existe ente u ev tal que 
ha) = hé) = HM) (и =) 


e tendo em vista 2) segue 2. 
Suponhamos, agora, que x = x (t), t € 1, onde 1 é um intervalo aberto contido em 


1, Seja solução do problema 


de 
| 
Хо) = xo: 


sines 


Então, para todo tem |, 
OTOLO] 
e, portanto, para todo em | 
[sona (пук = [xt I, = У) — to 
ou seja, 
o xix [көнсө 


Sendo x = x (t), t € I, solução de 4) tal função será contínua, logo, existe r > O 
(com It, = r, t, + F] C D tal que 


@ rs 


Podemos escolher r de modo que 


A otra 


1 
pera E 


ар 


Lema 1. Sex = x (1), 1 € I, for solução de @ e se h (x) = 0, então 


x(0) 7x, em [t r, tr] 


Demonstração 
De © e da hipótese segue 


== [оер вооа 


Segue de ( e de © que, para todo s ет [t =r, t +r |, 
Ih) - hs) IS Ix) x. 
Então, para todo tem [t — r, t + r | 


i) — жав! оо ata, 


Sendo M o máximo de | x (t) — x, | em lt, — г, t, + г], resulta 


ШЕГЕГДІГІ 


Те) -x,| s арм [t7 6| 
e, assim, para todo tem [t= r, + r] 
Іх(0-ж|<армғ 
€, portanto, 
M сарме (por qu£?) 


Se tivéssemos M > O (observe que M > 0), teríamos 1 < afir ou r= 


contradiz 


segue então que M = 0. Logo 


x()-xeml-rüsrl ш 


Lema 2. Se x = x (t), t € 1, for solução de & e se h (x,) = 0, então 


х0 


TT 


Demonstração 


Pelo lema 1, existe r > 0 tal que 


x() =x em lt, -r tr]. 


Seja B= {b € I | x (t) = x, em [t, = r, b [). Se B nào for limitado superiormente, 
teremos x (t) = x, em [t — r, + [e + será, então, a extremidade superior de 1. Se В 
for limitado superiormente, admitirá supremo j; e, assim, 


х= җеп — r. BL 


Se Б pertencer a 1, pela continuidade de x = x (), resultará «(5 ) = ay seguirá, 
ento, pelo lema 1 que existirá 7 > Otal que 


мо = зет [57.547] 


contradição. Assim J é a extremidade superior de I. Deixamos a seu cargo concluir 
que 


x()-xeml т 
Teorema. Seja a equação 
de N 
TOM 


em que g e h são definidas em intervalos abertos I, e I, respectivamente, com g 
contínua em І, e № continua em 1, Nestas condições, se x = x (0), t € 1, for 
, então, para todo tem I, 


solução nào constante da equac; 


hr) #0 


Demonstração 


Se, para algum 1, em I tivéssemos h (x (69) 
кеті, 


, pelo lema 2, t 


famos, para todo 


хотхо. т 
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CONSTRUGÁO DO CORPO ORDENADO DOS 
NÚMEROS REAIS 


A6.1. DEFINIÇÃO DE NÚMERO REAL 


Definição. Seja а um subconjunto de Q. Dizemos que а é um número real se 
satisfaz as condições: 


(ат феат 0. 
(R2) V p,q € Q, se p € z e q < p; ento q € a. 
(83) a nào tem máximo. 


A ideia que está por trás de tal definição é a de caracterizar um número real pelo 
conjunto de todos os números racionais que o precedem. Pela definicio acima, 
estamos representando um número real а pelo conjunto dos racionais que o 
precedem. 


EXEMPLO 1. а = (p € Q |p < 2 ) é um número real. De fato 


(Ra » 0, pois, 0 € a 
а» Q. pois, 5 € Q e 5 é a. 


(R2) Sejam p, q racionais quaisquer, com p € а e q < p. Temos: 
реаер<2. 


Dep<2eq<p,segueq<2logo, q € а. 


(R3) a não tem máximo (verifique), 


SO enim а = (p е Q | p < 2) satisfaz өзіңе (RID, (R2) e (АЗ, 
logo, é número real 

Seja r um número racional qualquer. Deixamos a seu cargo a tarefa de verificar 
que o conjunto { p € Q | P < r ) é um número real. Tal número real será indicado 
por rt 


r=[pEQlp<r) (racional), w 


EXEMPLO 2. 
De fato: 


LU (p € Q. |p" <2 } éum número real (quem é а?) 


(ая é, pois, 0. C a (Q. 
az Q, pois, 5 € Q e 5 é a. 

(R2) Sejam p, q dois racionais quaisquer, com p € a e q < p. Temos: 
(sep EQ, então q € Q., logo, q € a. 
i) se p > 0 e q < 0, ento q € a. 
(ii) sep» 0eq»0 


хе01х<0)) 


<р] 2<р?. 

o г<» 
Dep segue <2, logo, q € о. 

aaseja p Є a com p> O Temos, para odon € N°, 


( y 
[p++] sm ара 


Por outro lado, 


Tomando-se, então, п > 


o que mostra que a não tem máximo. т 
Exercícios 
1, Énámero real? Justifique a resposta 


pEQl3p+1<2p-5) 

ре0|6%17(р-3)<01 

РЄ @|р!-2р°+3р-6<0} 

pEQ|p"+2p9+5<0) 

peQlp'<3) 

2. Seja a um número real e indique por M, o conjunto dos racionais que são 
cotas superiores de a. Prove que 


B=(PEQI-pEM e-p*minM,) 


é número real. 
3. Sejam a e f números reais. Prove que a U B e a n B são, também, números 


4. Sejam os números reais а = {p € Q | p < 5} e B= {p E€ Q | p < 2}. 
Determine a ^ Bea U B. 


P Para cada n € N, seja o número real a, =| --"—- |- Complete 
да 
bja, = 
9а, 
3 
4) 0 an =a Ја Uaz Um = 
„© 
© Para cada n € N, seja о número real a, =| ——”— |» Prove que 
+“ T += id 
0,0 [ne eroe onde U a, indica а reunião de todos os 


E 


7. SejaA=(r*|r € Q, r > 0 r° < 2 ). Determine a reunião de todos os reais 
a, com a € A. Verifique que tal reunião é um número real. 


A62. RELAÇÃO DE ORDEM ЕМ R 


O símbolo Е será usado para indicar o conjunto dos números reais: R = (a | a é 
número real). 


Definição. Sejam a e В dois números reais. Definimos 


a) а=реасв. 
b) а<реасреағд 


Deixamos a seu cargo verificar que, “<” é uma relação de ordem sobre R, isto é, 
“<” satisfaz as propriedades: 


OD Va R.a sa. 
0)VapeRaspepsa=a-p. 
09)Va,fyeRaspefsy=asy. 


Para provar (04), vamos precisar do 


Lema. Se a é um número real e se x é um racional, com x € a, então, p < x, 
para todo p € а. 


Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que exista p € a, com p > x. Pela (R2), teríamos, 
então, que x € a, contradição. Portanto, se x € a, então p < x para todo p € а. ж 
Este lema nos diz que todo racional x que não pertence ao real а, é uma cota 
superior de a. 
Vamos, agora, demonstrar a seguinte propriedade. 


Propriedade (04). Quaisquer que sejam а e В em R, a < B ou B < a. 


Demonstração 


Quaisquer que sejam os reais a e B, a C B ou a € f 

Sea C B, então, a < f. 

Se a nào está contido em f (a € f) então existe um racional x, com x € a ex £ 
В. 

Como x € В, segue do lema que p < x, para todo p € В. Como x € a e, para todo 
p € B, p < x, segue de (R2) шер € a, para todo p € B, isto é, B C a, ou seja, В < 


A63. ADICÁO EMR 


Teorema 1. Se a e f são números reais, então 
y-(asblaca bep) 


também é número real. 


Demonstragáo 


Precisamos provar que y satisfaz as condições (RI), (R2) e (R3). 
(R1) Como a e B não sio vazios, existem a € a, b € B; assim a + b € y, logo, y Z 6. 

Por outro lado, como a Z Q e B # Q, existem racionais s e t, com s é a e t € Б; 
pelo lema da seção anterior, tem-se: 


Va€aa<seWbEB,b<t 
dai 
Vaca VbeRasbesst 


Logo, s + t € ye, portanto, y z Q. 
(R2) Precisamos provar que, se x € y e y < x, então y € y. Para provar que y € y, 
precisamos fabricar um s € а e um t € fj, de modo que y = s + t. 
Temos: 


xEy=x=a+b para algum a € a e algum b € £. 
De y < x segue y < a + b, daí y — a < b; como b € B, segue que y - a € B. Então, 
y=a+(y-a) coma € ae (y - a) € f. 
Logo, y €y. 
(R3) Para provar que y não tem máximo, precisamos provar que, se x € y, então 
existe y € y com x < y. Temos: 
xEy=x=a+b para algum a € a e algum b € £. 
Como a e В não têm máximo, existem racionais s € a et € сота <s e b < t; 
daí, a + b < 5 + t. Tomando-se y = s + t, tem-se x < y, com y € y. Assim, y nào têm 
Como (RI), (R2) e (R3) estão verificadas, segue que y € R. ш 


Definição. Sejam a e В dois números reais; o número real y = (a + b | a € a, b 
Є B) denomina-se soma de a e е é indicado por а + B. Assim, а + B = (a + b | 
a€abef) 


A operação que a cada par (a, f) de números reais associa a sua soma a + В 
denominase adição e é indicada por +. 


EXEMPLO. Sejam ге s dois racionais; prove: 
estere 
Solução 
Precisamos provar que r* «s* C (r + s) e que r* «s* 2 (res) 
Lembramos, inicialmente, que 


r=(xeQlx<rhs"=(x€Q|x<s) 


ТЕ 


rest c(res 


xErt+stox=a+bparaalguma <r e algum b < s, com a e b racionais 


| E еее» 


Provamos, assim, que 
xersstexe(ress 


logo,r* «s* C (r + 3 


[E 


x€(ressexeresex-res, 
Tomemos um racional u, com x = r < u < s. 


uss=uest 
x-r<su=x-u<r=x-ue€r* 


Segue que 
x=(x-u) +цсотх-иЄг*ешЄз*; 


logo, x € r* +5", 
Provamos assim, que 


ке(ге”ехегеез, 
logo 

(res*cres m 
A64. PROPRIEDADES DA ADIÇÃO 


Nosso objetivo, nesta seção, é provar que a adição satisfaz as propriedades (АЈ), 


(A2), (АЗ), (A4) e (0A). 
Para provar (Ad), vamos precisar do 


Lema. Sejam а um número real, u < 0 um racional е M, o conjunto das cotas 
superiores de а. Nestas condições, existem p € a, q € М„ q * mín M, (caso тіп 
M, exista), tais que p — q = u. 


Demonstração 
e Ma 
— AA 
Ty 


Pod 


Estamos interessados em determinar p € a, q € М, q ? mín M, com p — q 
Para isto tomemos um racional s € a, com s * mín М, e, para cada n € N, 
consideremos o racional q, 


Seja, agora, z о máximo dos naturais n para os quais q, € M, e q, = mín М. 
Dois casos podem ocorrer: 


1º САВО. q; € M, e d; | C a. 


та 


Tomando-seq = grep = таар-а-ш 


2º CASO. q, € M, ç ду +) = mín M, (que só poderá ocorrer se mín М, existir). 


a Sac РИ. кере зе еб. 


q#min м, 


Teorema. A adição satisfaz as propriedades; 


AI) Associativa: V a, B, y € R, а + (B y) = (a +В) + y. 
A2) Comutativa: V a, B € R, a + B = B + a. 

АЗ) Existência de elemento neutro: Y a € R, a + 0* = a. 

A4) Existência de oposto: Para todo а € R, existe 6 R com a +B = 
OA) Compatibilidade да adição com a ordem: V a, В,ү € Ba <p=a+y<p+ 
D 


Demonstração 


A1) e (A2) ficam a seu cargo, 
АЗ) Precisamos provar que a +0* C a e a C a +0*. 


a+0tCa 


Lembramos que 0* = (u € Q | u < 0 ). Temos: 


xEa+0tex=a+uparaalguma € a e algum u < 0, u € Q. 
и<0-ати<азх<азхеа 


portanto, 


xEa+lr=xEa 


Logo, a+ 0* Са. 


аса+0* 


Precisamos provar que, se x € a, então é possível fabricar um a € a eum u < 0 
talquex=a+u 
Então, 


x € a = a € а, com x < a, pois a não tem máximo, 


<0. 


Assim, 
x=0+ (0-0) coma баех -а <0, 
logo, x € a +0*, Portanto, 
аса+@. 


А) Seja а um número real; de acordo com o Exercício 2-А61, 
B= (p € Q|-p € M,e-p mín M,) é um número real. Vamos provar que a + B 
= 


a+pcor 


x€a+B=x=a+b para algum a € a e algum b € f. 
bEB=-b>a=a+b<0, 


Assim, 


xEa+f=xE0" ouseja, a + C 0% 


0 Casp 


Precisamos provar que, se x € 0°, então x = а + b para algum a € a e algum b € 
B. 


Como x < 0, segue, do lema anterior, que existem a € а e -b € M, com -b 2 


min M,, tais que x = a = (b); assim 
Portanto, 0“ C a +4. 
Provamos, assim, que, dado um real а, existe um real В tal que a + B = 0% 
provaremos mais adiante que tal 6 único e será, então, denominado oposto de a e 
indicado por -a. 


*bcoma € aeb € f. 


(0A) Sejam a, B, y € R, com a < ff; vamos provar que a + y < B + y. Temos: 
xEa+y=x=a+cpara alguma € a e algum c € y. 


Da hipótese, segue que a € a = a € f. (Lembre-se: a < B= a C B) 
Assim x= a + c para algum a € fle algum c € y. Logo, x € B + y. 
Provamos, assim, que 


asp=a+yCh+y=a+ysp+y m 


Teorema. (Unicidade do oposto) 


Sea += 0" са + y-0*, então B= y. 


Demonstração 


В=б*+В=(ү+ау+В=ү+(а+ру=ү+0* 


Teorema (Unicidade do elemento neutro) 


Sea + у = a para todo a € R, então 


Demonstração 
Da hipótese, segue que 0º +y=0% daly=0% а 

Exercícios 

ННІ” 


Prove: Va ER, - (a) = a. 
Prove Va € R, a <0* = 0*<-п. 


5. Prove Va fy, SER a<Peysó=a+ysp+8 


А65. MULTIPLICAÇÃO EM В 


Teorema. Sejam a, 6 R, com a > 0* e B > 0*. Então 
ү-2 U(ab|a€a,b€B.a>0,b>0) 


é um número real. 


Demonstração 


шуу”, pois Q. C y. 
Para provar que y * Q, procedemos assim: como а e f são números reais, 
existem racionais m e n com m € а e n é p, daí: 


Уаєа,сота>0,а<т 
VbEf,comb>0,b<m 


logo, 
ab < mn para todo a € a, a > 0, para todo b € В, b > 0, portanto, mn É y. (Por quê?) 
(R2) Sejam p, q racionais com p € ye q <p; precisamos provar que q € y. Então: 
(a) Se p < 0, então q < 0, logo q € y 
(b) Sep>0eq<0,q Ey. 
(c) Sep>0eq>0, vem: 
pEyep>0=p=ab para algum a € a, a > 0, e para algum b € £, b> 0. 


Deo<q<p=ab vem Š < Разіт Le Be > Олово, 


4 


4-4 оваєава>бе “ед L>0, 


Portanto, q € ү. 


(R3) Para provarmos que y nào tem máximo, basta provarmos que, se p € ye p > 0, 


então existe q € y com q > p. 
Temos: 


p Ey.p>0= p= ab para algum a € a, a > 0 e algum b € B, b > 0. 


Como a e B são números reais, existem а > a, com а € a, У > b, com ЄВ; daí 


ab>ab=pcomab € y. т 


A seguir daremos a definição de produto de dois números reais. 


Definição. Sejam a, B € R. Definimos o produto de a por B por: 


ja v[ablaea.be ñ a> бђ> о] se а>0* с B0 
jo se а-0* ou вео 

a Bm lia) Bl ма <0* е росе 
а: са >0* e вео» 
Са св ха<0 e por 


EXEMPLO. Sejaa=Q_U {р € Q, |? <2); prove que a «a = 2*. 
Solução 
аса о (ab|a»0ed «2,5» 0b <2} 


Precisamos provar que а а C 2* e que 2* Са ` a. 


aac 


x€a-aexs0=xE2. 
x€a-aex>0=x=ab,coma>Dea<2,b>0eb'<2 


x=ab= cq < 4 
x>0ex < 4 = x< 2. Portanto, 
x€a:aex>0>x62*% 


Segue que a + a C 2". 


2 Саса 


x€3*exsüexea-a. 


нех 00412 


Existe a racional, a > 0, tal que 


2 < 2 (veja adiante), 


€—€— M 


como a>0,0 E 


Š> ое le воо, 


sea. 


Assim, 
хезтех>бехеаса, 


Portanto, 2º C a - a. 
Provamos, assim, que a + a = 2“, ou seja, 2* admite raiz quadrada em R, 


Vamos provar a seguir que, se 2° < 2 ento existe а > 0, racional, ші que 


2 а De fato, como x é racional, ŽŽ «= pou «1 basta tomar 


> |, lomemos um natural n tal que 


<1+ 2 tomando-se n tal que 
" 


ет que y = mín. | y 


+ Lem que n é um dos naturais que verifica 2). Um dos termos da 
progressio geométrica 


Seja и 


est compreendido entre. e2 por qu?) 


Seja ko natural para o qual se tem 


à ea 
< <2, 


Basta, então, tomar 
Exercicio — 


Prove que, se a e b são dois racionais quaisquer, então a*b* = (ab)*. 


A6.6. PROPRIEDADES DA MULTIPLICAÇÃO 


Nesta seção, vamos provar as propriedades (M1), (M2), (M3), (M4), (D) e (OM). 
Para provar (M4), precisamos do 


Lema, Sejam a > 0% um número real e u, racional, com O < и < 1, Então, 
existem racionais p € a, q € М, com q = mín М, (caso M, admita minimo), 


us que Ë = (М, o conpuma das com superlores de a) 


Demonstração. Fica a cargo do leitor. (Sugestão: Tome um s É a e, para cada 
natural n, considere o racional q, = ву" agora, proceda como na demonstração do 
lema da Seção АБА) ш 


Teorema. Sejam a, В е y reais quaisquer. A multiplicação verifica as 
seguintes propriedades: 


M1) (ap) y = a (B) 

M2) ар = Pa. 

M3)a 1° =а. 

Má) Se a * 0°, existe B € R tal que a - B = 1°. 
D) a (B+ y) = aB + ay. 

Ом) aspe 0* <ү= ay s fy. 


Demonstração 


(M1) e (M2) ficam a seu cargo. 
(МЗ) Suponhamos, inicialmente a > 0*. Precisamos provar que а - 1* C a e a С 
1 


аса 


Lembramos, inicialmente, que а + 1*=Q_U (ab| a € a,a>0,0<b<1) 


хеа-1еех<0-хеа, 
x€a-ltex>0=x=au, coma Еа,а>0,еб<и<1. 


Deu<1ea>0, segue au < a e, portanto, x = au € a, Fica provado, deste modo, 
quea: 1* C a. 


аса" 


хєаех<б=хєа:1*. 
хЄаех>@=ЗаЄа,сотх<а. 


a pois, a € a, a > 0, eL < 1,сот 2 > 0. Portanto, a Са 


Assim, 
1* 
Provamos, assim, que se а > 0*, então a - 1* = а. 


Se a = 0°, pela definição de produto, a + 1* -0* - 1* -0* = a. 


Sea <0%,a-1t=-[(-0)-19=-[-a]=a. 


Segue que, para todo a € R, a + 1* = a. 


(MA) Fia a caro dolor. (Sugestão: бороп, inicialmente, а > 0* e considere о 
балтаны 
ТІ 

Bossa ды ойы ышты — дие аЙ = 1% 

Se а < 0*, -a > 0º, logo, existe B tal que (~a) - B = 1*, mas, (-а) B = а - (-B); 
овог Ce) 


(D) Precisamos provar que 
a (B+) C aB + aye a (B+ y) 2 aB + ay. 


1º CASO: a > 0*, B > 0* e y> 0*. 


aie) C af + ay 


xEa(B+y)ex<0= x € aB + ay. 
x € a (B+ y) ех > 0 = x = ad para algum a > 0, a € a, e para algum d € B + y, d > 0. 
deB+y=d=b+c,com b € Bec € y. 


Assim, x = ab + ac € aB + ay, pois, ab € а + B e ac € ay. Portanto, a (B + y) C af 
за 


аВ+ауСа(в+у) 


хеартауех<0-хеа(ртү) 
Suponhamos, então, x > 0 e x € af + ay. Como af > 0% e ay > 0%, existem u € 
aß, u> 0, e v € ay, v>0, tais que x = u + v. (Verifique) 
Segue que existem a, d' € a,coma>0ea'>0,b € B, com b > 0, c € y, com c > 
0, tais que x = ab + a'c. 


Supondo a” а, resulta 
x=ab+a'esab +ac=a(b+e) € a (8 +y); 
logo, pela (R2), x € a (B + y). Fica provado que 
арғауса(ғғу) 


ержү>ое 
> 0". Temos: 


I+) + CPN = a (B+ y) +a CB) (15 caso); 


Suponhamos f 


ay 
dai 
a (B+) =aB + ay. 
37 CASO: a>0*ef+y<0*, 
a (B +y) =- la (P = Y) =- la CD + а (y) 
ou seja, 
a (B+ у) = aß + ay. 
Deixamos a seu cargo verificar os demais casos. 
(OM) Deixamos a seu cargo. w 


A6.7. TEOREMA DO SUPREMO 


Um subconjunto A de R se diz limitado superiormente se existe um número real 
m tal que, para todo a € A, a < m. 
Para demonstrar o teorema do supremo, vamos precisar do seguinte 


Lema. Seja А um subconjunto de R, não vazio e limitado superiormente. Então, 


у= Va = [x€ QI x E a para algum a € А) 
aea 


é um número real. (уб a reunido de todos a pertencentes a A) 


Demonstração 


(R1) Sendo А $, existe a € A e, como a # 6, resulta у 0. 
Sendo A limitado superiormente, existe um número real m tal que а < m, para 

todo a € A. Como m é número real, existe x racional, com x 6 m; daí para todo a € 

A,x € a, logo, x € y e, portanto, y Z Q. 

(R2) Sejam p e q dois racionais quaisquer, com p € y e q < p. Temos: 


pEy=pEaparaalguma € A 

pEaeq<p>qEa 

q€a=qey. 
(R3) p € y= p € a para algum a € A. Como a nào tem máximo, existe р € a, com 
P > p. B £ as P € y.Assim, para todo p € y, existe F Є y com p < р. Portanto, 
y nào tem máximo. 


Como (R1), (R2) e (R3) estão verificadas, segue que у é um número real. ш 


Teorema (do supremo). Se А for um subconjunto de R, não vazio e limitado 
superiormente, então A admitirá supremo. 


Demonstração 


Seja 
isto é, 
todo a € A, 


Ја Pelo lema, у é número real. Vamos mostrar que y é o supremo de A, 


up À. De fato, como y é а reunião dos a pertencentes a A, segue que, para. 


УЭ a, ouseja,y2a. 


Logo, y é cota superior de A. Por outro lado, se y é uma cota superior qualquer de 
A, Y = a, para todo а € A, e, portanto, para todo а € A, 


үзе 


logo, Y ом seja, ү 2 y. Assim, y é a menor cota superior de A, isto é, 


yA 


A6. IDENTIFICAÇÃO DE а COM Q 


Inicialmente, vamos definir aplicação bijetora (aplicação e função são palavras 
sinónimas). Sejam A e B dois conjuntos não vazios e q uma aplicação de Ae В. 
Dizemos que g é bijetora se 
D me-B 
i) VsteA sero 96) 660) 
A condição (i) significa que o é sobrejetora e a (ii), injetora. Deste modo, q é 
bijetora se, e somente se, q for injetora e sobrejetora. 
Seja a um número real. Dizemos que a é um número real racional se existe um 
racional r tal que a = r*. 
O conjunto dos números reais racionais será indicado por Ду = {7*7 а) 
Seja а um número real. Se a não pertencer a (J diremos que a é um número real 
irracional, Verifique que 


ANS 


ë um número real irracional 

Olhemos, agora, para a aplicação q: (3 T dada рог er) = r*, que a cada 
racional г associa o seal racional 1º, Tal aplicação é bijetora (verifique). Além 
disso, temos: 


(i) (г +s) = (г + 5) = г* + s* = plr) + els). 
(i) (rs) = (rs)* = r* ` s* = glr) д). 
гав еге се, 


Tal aplicação nos permite, então, identificar о racional r com o real racional 
r*. Neste sentido, podemos olhar рага Q como subconjunto de R. 
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1. а) 0 (Observe: - |x| £ ГО) < |x|) 


az 
5. 
S Seja fi) sen e considere as sequências 
Los 1 tim Ладе tim fib) 
эры” ИЛИ + im, гө) 
CAPÍTULOS 


1 [(71) = =1, f (0) = 1 e fé contínua em [-1, 0] 


2. Verifique que f (x) 
E3,-21,10, ef 


SUE 


— Ax + 2 tem uma raiz real em cada intervalo 


5. 


n" 


12. 


a) fò = IEEE é contínua em [-2, 2]; pelo teorema de Weierstrass 
existem x, x, em [-2, 2] tais que f(x) < f (x) < ГО) em [-2, 2]. Assim, f 
(x) é o valor mínimo e f (x) o valor máximo do conjunto 


piano], 


ШЕТТЕ І 
. a) Sejaf() = а + be + сх + d e suponhamos 40. Іш fix) = += 
e, lim. f) = — logo, existem x, е x, com x, < x, tals que f(x) <0 


e [GO > 0. Como fé continua em [x, x; 


. Seja J= {f (0) |x € D) 


1.º Caso. J nào é limitado nem superiormente nem inferiormente. 
Para todo m real, existem x, ех, em 1 com f(x) < m < f (x,). 

Tendo em vista a continuidade de f, pelo teorema do valor 
intermediário existe c entre x, e x, com f (c) = m. Segue que J = R =] 
xb 


2.º Caso. J é limitado superiormente, mas nào inferiormente. 
Seja M = sup J. Seja m um real qualquer em ]-», М]. Existem x, x, em 
1, com f(x) < m < f(x) (por qué?) 

Pelo teorema do valor intermediário existe c entre x, e x, tal que f (c) 
= m. Segue que |-х, MI C J. Por outro lado, para todo x em 1, f (x) < M. 
Logo, se, M nio for máximo de J, J =] =, M [; se M for máximo de J, 
Ј = тежим] 

Analise os demais casos. 


Se f (0) = 0 ou f (1) = 1 nada há o que provar. Suponha que nenhuma das. 
situações anteriores ocorra; aplique o teorema do anulamento a g (х) = 


Го) х 


Suponha, por absurdo, que existam u, v em [ а, b |, com u < v, e tais que 
Fu) > f (V) Se f (a) < f (v), pelo teorema do valor intermediário, existe 
cem] a, ul, tal que f (c) = f (v), contradição. Se f (v) < f (a) < f (u) 
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CAPÍTULO 9 


эз 
1. а) Est, crescem ]-=,0]е[2,+=[ 


Est. decresc. em [0, 2] 


©) Est. cresc, em Јо, -1] e [1, ға 


Est decresc. em [-1, 0| e JO, 1] 


дына [4] 


Ем. decresc. em 


1-0 | 


e) Est, cresc, em =x, 0[e [2 +1 


Est. decrese. em o, 42] 


f) Est. cresc. em ]-x, Ше, +0 
Est decresc. em [-1, 1] 


Observe que Р (0) = 0. 


9) Est decresce. em ]-x, -1] e [1, зо 
Est cresc em [-1, 1] 


h) Est decresc, em |-х,0) 
Est cresc. em [0, sol 


J) Est cresc. em ]-x, 0] 
Est decresc, em [0, +=[ 


A] 


1) Est. cresc. em [-In 2, ж] 
Est decresc. em ]-», 


ЕН 


m)Est decresc, em [-, OL e em 10, += [ 


n) Est cresc, em [1, ой 


Est decresc. em |->, 0[ e JO, 1] 


Observe: 


oriens ma | 


' 


[ELT 


q) Est cresc. em |->, 0] e [1,2] 
Est decresc. em |0, 1]e [2, "о 


1) Est crescem [1, ой 
Est decresc. em |->, OL e JO, 1] 


з) Est cresc. em ]-%, 0] e [2, +91 
Est decresc. em [0, 1| e ]1, 2] 


eet 


24 


— L 


1) Est cresc. em 10, e] 
Est decresc, em le, s 


и) Est cresc. em |-х,0) 
Est decresce, em [0, +х[ 


2 12,11 

3. Cada um dos intervalos [-3, 2], [0, 1] e [1, 2] contém uma raiz. 
4.а<-27 оша>5 

5. ate 


ђо 


9 += 
ао 
до 
Р += 


6. а) Est. cresc. em ]-x, 0[е [2, + 
Est decresc. em |0,21 


93 


b) Est cresc. em [e", at 
Est. decresc. em 10, е1] 


©) Est decresc. em |0, [е 11, e] 
Est cresc. em |е, xl 


4) Est cresc. em [e at 
Est. decresc. em 10, e] 


. a) Conc. para cima em 11, + 


Conc. para baixo em ]-o, 11 
к: 


Ponto de inflexão: 1 


DE 


5) Conc. p/cima em | 


ені 


Conc. p/baixo em |- 


1 

6 
Ponto de inflexão: 1. 

6 

€) Conc. p/cima em 11, +21 

Conc. p/baixo em Jos, 11 
Ponto de inflexão: 1 


d) Conc. p/cima em ]-=, -1[ е 10, еі 
Conc. p/baixo em ]-1, ОГ 
Ponto de inflexão: -1 


e) Conc. p/cima em Jin 4, + 
Conc. p/baixo em [-, In 4[ 
Ponto de inflexão: In 4 


f) Conc. para cima em | 
Conc. baixo em |- уз үзү 
Ponto de inflexão: não hà 


9) Conc. baixo em |». — 3 [e 10. 
Conc. pcima em |— 3. [e] үз, +] 
Pontos de inflesão: + /3e 0 


h) Conc. para baixo em В. Não há ponto de inflexão 


i) Conc. p/cima em Je”, + 
Conc. p/baixo em 10, еі 
Ponto de inflexão: е? 


ју Conc. p/cima em |->, ОГ e 11, екі 
Conc. p/baixo em 10, Ш 
Pontos de inflexão: бе 1 


1) Conc. p/baixo em]-oe, Of e em 10, 1[ 
Conc. p/cima em |1, +=] 
Ponto de inflexão: 1 


m)Conc. p/cima em 1-ж,- /3 [eem 10, 31,31 
Conc. p/baixo em ]- „5, OL e em ] 3, “еі 
Pontos de inflexão: + /з е0 


п) Conc. p/baixo em |->, ОГ. 
Conc. p/cima em 10, +=[ 
Ponto de inflexão: não há 

о) Conc. p/cima em |0, +91 
Ponto de inflexão: não há 


n» 


Observe: 


. a) 10+6b+3e=0e 
10+4b+cz0 


bbs 
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т. 


1. 


Obs. Os pontos de inflexão estão localizados 
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эв 
1. а) 1ёромо máx. global 
-1 é ponto de mín. global 
5) À é ponto de máx. global 
sé po El 
©) Мао há ponto de máx, local nem de mín. local 


d) 1 é ponto de máx. local 
2 é ponto de mín. local 


© - 3 é ponto de mín. global 


f) 1 ponto de máx. global 
9) 0 e 2 ponto de mín. globais 
1 ponto de máx. local 


1) 2 ponto de máx. вођа 
) 7 ponto de máx. global 


л ponto de mín. global 


i) -1e 2 ponto de máx. globais 
0e 3 ponto de mín. globais 


J) a é ponto de máx. global onde а é a raiz da equação 1 — ж sec x= 


1) -1e 1 ponto de máx. locais 
0e 2 ponto de mín. locais 


m)2 é ponto de máx. global 


n) 0 é ponto de máx. local 


2 é ponto de mín. local 
а mE 


9) _ УЗ é ponto de máx. local 
3 


3 é ponto de mín. local 
3 


2. Quadrado de lado Z 


т. (1, 1),0 col mulas da reta que passa por (1, De @, 0) 6-1 eod 


reta tangente em (1, 1) 62. Ы 
14. (2:42) 


15. 1=0 


23, q=10eL.,.=L(10) 
м. 


у = =арх + 1 + pem que p 


Ë o retângulo de vértices (p, 0 | 


onde p 
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1. a) -1e4 pontos de mín. local 


O ponto de máx. local 


P) — |? ponto de máx. local 


ponto de mín. local 


үз 


©) 1 ponto de inflexão horizontal 


9 te pomo demás loci 
— 


e) 1 ponto de mín. local 


f) O ponto de mín. local 


ponto de máx. local 


өз 


1. f(72) = 7 valor máx. 


87 valor min. 


27 valor mín. 


valor máx. 


3. f (73) valor mín; f (2) valor máx 
«и 
ШЕ 


5. f CD) valor mín; f (0) = f (2) valor máx. 


valor máx; (0) valor mín. 


jalor máx. 


Não possui valor 
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ъ2- (43 +1) 
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3. Aplique o teorema de Rolle a h (x 


6. Verifique que o valor máximo de f nào pode ser estritamente positivo e 
о valor mínimo estritamente negativo. (Veja: se o valor máximo f (x) 


fosse estritamente positivo teríamos x, em Ja, М, logo, f(x) 
seguiria, então, f" (x) = f(x...) 
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1. Quaisquer que sejam x e y em I, com x y, f será contínua no intervalo 
fechado de extremo x e y é derivável no intervalo aberto de mesmos 


extremos, então, pelo ТУМ, existe y no 
y tal que fx) ft) 
del, segue |/(9-/0)|<М|х-у) 
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b) Não 
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e) 1; | cos 0,01 - 1 | s 10 
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2. а) 0,255; | In 1,3- 0,255 | < 10” (Utilizamos o polinômio de Taylor de 
ordem 2 de In x em volta de x, = 1.) 


b) 202484; 1.4.1 — 2.024841 < 10 


6) 197454: 1/39 — 1,974841 < 1075 (Utilizamos о polinômio de 
Taylor de ordem 2 em volta de x, = de уз) 
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d) Utilize o polinômio de Taylor de у, de ordem 2, em volta de x, = 
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f) бл; |sen 0,1 -0,1 | < 107. 
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2. O polinômio de Taylor de ordem п + 1, de sen x em volta de x, 
impar) 


Сото | (1+2) (xy = | (рог qué?), segue a desigualdade 
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Pelo exercício anterior 
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4. No Exercício 2, substitua x por x°, assim 
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